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A r t e m o v y c h  O.D., S k a s k i v  L.V.

G RO U PS ASSO CIATED W IT H  B R A C E S

Artemovych O.D., Skaskiv L.V. Groups associated with braces, Carpathian Mathematical Pub­
lications, З, 1 (2011), 4-14.

We construct the group H (A) associated with a brace A and investigate the properties of 
H(A).

In t r o d u c t i o n

Let (A, +) be an abelian group with a multiplication “·”. As in [5] we call A a bracc if A 
is right distributive, i.e.

i) (a +- b) · c —(a ■ c) + (b ■ c) for all a , b , c  Є A, and

ii) A is a group with respect to circle operation “o” defined by the rule

a o b = a + b + a ■ b.

A group {A, o) is called the adjoint group of a brace A and denoted by A0. It is easy to 
sec that

a o 0  = 0  = 0 oa

and so 0 is the neutral element of A°. The inverse of а Є A will be denoted by
An abelian group (M, + ) is called a module [6 ] (with the neutral element e) over a brace 

A if there exists a mapping
M  x A 3 (x , а) і—̂ xa Є M  

such th a t  the following hold for any  elements x, у  Є M  and a, b Є A:

rn i) (x + y )a  = xa + у  a,

m 2) x{a oft) =  (xa)b +  xa +  xb,

m3) :r0  = e.

2000 Mathematics Subject Classification: 16W35.
Key words and phrases: brace, nilpotent group.
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Since
ea  =  (e +  e )a  = ea  + ea,

we conclude that
ea  = e

for any а Є A. In view of x + (—x) = e we also obtain that

0  = ea  = (x + (—x))a  = xa + ( - x ) a

and therefore
( - x ) a  = —(xa) = —xa.

A non-empty set L C  M  is called a submodule of a module M  if the following two 
conditions hold:

S]) L is a subgroup of (M, +),

s2) la Є L for any І Є L and а Є A.

Let A be a brace, L a submodule of an А-module Μ, T  a subgroup of A°. On the set of 
pairs

H(L,T)  = {(l , t ) \ І Є L, t  Є T} 

we define a multiplication by the rule

(x, y)  (?/,, v)  = (xv + X  + u, у  o v)  {1)

for x, u  Є L and y , v  Є T.  Then H(L,T)  is a group (see Lemma 1). We prove the following

Theorem  1. Let M  b e  a m o d u l e  o v e r  a b ra c e  A, L a non -ze r o  s u b m o d u l e  o f  Μ, T a non-ze ro  
s u b g r o u p  o f  A°. Then

H = H(L,  Τ)  = Ε ά F

is a Froben iu s  g r o u p  w ith  a kerne l  E and  a c o m p l e m e n t  F, w h e r e  E is i s om o rp h i c  to th e  
add i t i v e  g r o u p  L+ o f  L and  F  is i s om o rph i c  to a s u b g r o u p  T, i f  and  o n l y  i f  t h e  f o l l ow ing  
hold:

(i) L = Lh for  e v e r y  non -ze r o  e l em en t  h  Є T,

(ii) ami ті = {t Є T \ It = e} = {()} f o r  e v e r y  non -z e r o  e l em e n t  І Є L.

Recall [5] that
An+1 = A(An)

A(n+1 ) = (A(n)^A

for any positive integer n. Then An is a right ideal and A{n) is a two-sided ideal in A. A brace 
A is called right nilpotent (respectively left nilpotent) if A = {0 } for some positive integer 
n. A minimal positive integer n  with this property is called an index of right (respectively 
left) nilpotency. In this way we obtain the following



Theorem  2. (1) I f  A is a non -ze ro  l e f t  n i lp o t en t  brace ,  then

(i) H(A) is a n i lp o t en t  g r oup ;

(ii) ann A ^  {0 }.

(2) I f  A is a r i gh t  n i lp o t en t  brace ,  th en  H(A) is a s o l vab l e  g roup .

Henceforth, H <\G means that H is a normal subgroup of a group G and E x F  is a, 
semidirect product of groups E, F  with a normal subgroup E.

Any unexplaned terminology is standard as in [4].

1 . The group assoc iated  w ith  a  brace. It is not difficult to prove the following

Lem m a 1. Let: M b e  a m od u l e  o v e r  a b ra c e  A. I f  L is a s u b m o d u l e  o f  M and  T is a
s u b g r o u p  o f  A0, then

H = H{L,T ) = E x  F

is a g r o u p  with t h e  i d en t i t y  e l em en t  (p.,0) und e r  t h e  o p e ra t i on  (1) and, mo r eo v e r .  E = {(/,()) | 
І Є L} is i s om o rph i c  to th e  a dd i t i v e  g r o u p  o f  L and  F  = {(e . t )  \ t Є T} is i s om o rph i c  to  T.

Proof.  It is easily verified that, II(L.  T)  is a group, for any a, / Є L, b Є T

(a, b y 1 = { - a  -  a b ^ 1],b (~x)) Є H

(a , b ) = ( e , b) ( a ,0)  Є EF,

(/, 0 )(- fe> = (a, b)~l (/, 0)(a, b) = { - a  -  Ь(_1))(/, 0)(a, b) = [ l b+ 1,0) Є E,

so E is a normal subgroup of Я,

Ε Г) F  = {(e, 0)}.

Hence II = E x F  is a semidirect product. Finally, the maps

φ ·. L З I (/, 0) e  E and ф \ T 3 t*-¥ (e, t) Є F

are  group isomorphisms. □

C oro lla ry  1. A g r o u p  H(L,  T) is abe lian i f  and  o n l y  i f  LT = {e} and  T is an abel ian g roup .  

A non -em p ty  set S  is called a subbrace of of a  brace A (see [6]) if the  following hold: 

s j ) (S, + ) is a  subgroup o f (A, + ),

,s2) uv  Є S for any u, v  Є S.

It, is obviously that {0} and A are trivial subbraces in A. Since A can be regarded as A- 
module, every submodule / of Л-module A is called a right ideal of A |5| (there is no similar 
concept of a left ideal). Therefore / is a right ideal of A if and only if the following hold:

/і) (I. +) is a subgroup of (A. +),

/2) in Є / for any і Є I  and а Є A.

If, moreover, I  satisfies the condition

і з) аг Є / for any і Є / and а Є A,

then / is called a two-sided ideal (for short an ideal) of A. Any (right or two-sided) ideal of 
A is a subbrace in A. For any brace A

• the left annihilator
ann/ A = {u Є A I uA = {()}}

is a right ideal of A,

• the right annihilator
ann,. A — {?; Є A I Av -= {0}}

is a two-sided ideal of A. In [5] annr A is denoted by Soc(/l). Obviously that ann A - 
arm,. А П ami/ A is a two-sided ideal in A. Element а Є A is called a left (respectively right) 
zero divisor if it satisfies the following two conditions:

z,) а ф 0 ,

2 2) u.b — 0 (respectively ca  = 0) for some non-zero element b A (respectively c  Є A).

Element а Є A that is a left and a right zero divisor is called a zero divisor of A.

R em ark  1. I f  a b ra c e  A is l e f t  dis t r ibu t i ve ,  th en  A b e c o m e s  a rad ical  r in g  (i.e., an a s so c ia t i v e  
r in g  whi ch  is a g r o u p  with r e s p e c t  to  t h e  c i r c l e  o p e r a t i on  “o ”). Th e  g r o u p  H(A +, /1°), whe r e  
A is a rad ical  ring, was c o n s t r u c t e d  by  Ya.P.Sysak [ l j  and  ca l l ed  t h e  a s s o c i a t e d  g r o u p  o l  a 
rad ical  r in g  A. Similarly, w e  will s a y  that  t h e  g r o u p  H(A)  = H(A+,A°) is a s s o c i a t e d  with 
a b ra c e  A.

L em m a 2. Let A b e  a b ra c e  w ith  t h e  a s s o c ia t ed  g r o u p  H(A) = E x F. If  S is a s u bb ra c e  
o f  A with th e  a s s o c i a t e d  g r o u p  H( S ) =■ U x W, then th e  f o l low ing  c on d i t i on s  hold:

(1) H(S)  < H(A),  U < E and  W < F,

(2) i f  S is a r i gh t  ideal  o f  A, th en  U < H(A),

(3) i f  S is an idea l  o f  A, th en  U < 1  LI (A) and  H(S)  < 1  H(A),

(4) i f  U <\ H(A),  th en  5A C S,

(5) i f H ( S )  < E x IV, th en  AS1 C 5,



(G) th e  cen tra l izer s

Ce{F) = {(α,Ο) Є £ І а Є апп/ A} and  Cf (E) = {(0,u) Є F \ u Є annr A}; 

in part icular,  is A n o t  c on ta in s  l e f t  and  r i gh t  zero div isors,  th en

CF(E) = CB(F)  = {(0,0)}.

Proof. (1) follows from definition of H(A).
(2) Let S  bc a right ideal of A. Then sa  Є S for any s  Є S, а Є A and so

(s, 0)(a'b) = (—a -  ab{~1\ b ^ ))(s,  0)(a, b) = (.sb + s, 0) Є U (2)

for any elements (a, b) Є H(A)  and (s, 0) Є U. This means that U is a normal subgroup of
H(A).

(3) Assume that S  is an ideal of A, (a , b ) Є Я(Л) and ( s , t )  Є H(S) .  Then

(s, = (—{at)b — at — + ■? — (a 6 (_1 ))i,
f+  tb+ ( b i - ^ b  + b*·1)*) є  Я (5 ) ,

and hence Я (5 )  is normal in H(A).
(4) Since U <H(A) ,  from (2) it follows that sb + s  Є S  for any s  Є S , b  Є A and therefore 

sb є  S.
(5) Let us Я (5) < E x МЛ Then for any а Є A and u, v, w  Є S we deduce that

H(S)  3 ( η , ν ) ^  =
( —(a v )w  — — aw  — (a ru^1'))w  + u w  — a v —

(aw^~1'l )v — au ’ ^ _ 0  U) ^ ( “ 0  0  t> ο ю) =
(~(a,v)w — ( (a/w^^)v)w  + шс — a,v — (aw/-1))?-’ + u, v  + v w  + + w^'^v) .

If = 0, then we obtain that (—aw + it, v)  Є H(S) ,  and so Л51 C S'.
(6 ) Assume that (α,Ο) Є CE(F).  Then (a,0)(0, b) = (0,6)(a, 0) for every b Є A and

consequently ab = 0. If (0 ,«) Є CF(E),  then

( 0  ■ 0  + 0  + b, u  o 0 ) = (0 , u)(b,  0 ) = (b, 0 )( 0 , u) = (bu + b + 0 , 0  o u)

and therefore bu = 0 . □

L em m a 3. I f  A is a b ra c e  and  a, b Є A, th en  (a, b) Є Z(H(A))  if  and  o n l y  i f  aA = {0} and
Ab = {0} = bA.

Proof.  (=>) Let us (a, b) Є Z(H(A)) .  Then for any elements u , v  G i w e  see that

(αν + a + u , b o v)  — (a. b)(u. v)  = (u, υ)(α, b) = (ufe + u  + а, і; o 6 ) (3)

if and only if
b o v  = 'C o 6 , 

at> = ub.

Hence bv = vb. If u = 0, then av  = 0 (and we obtain that aA — {0}). In the case v  = 0 it 
follows that ub = 0 ( and consequently Ab = {0}).

(<=) Since ub = 0 = av  for any u, v  Є A, we conclude that (u, v)  Є Z(H(A)). □

R em ark  2. (1) For a n y  e l em e n t  a o f  a b ra c e  A th e  centra l izer s

Cao( o)  = { 2  Є A0 I 2  ο a = a o z} and  Ca(cl) = {z Є A \ za = az}

are  equal.
(2 ) 1 /

Z(A) = {z Є A \ za = az f or  e v e r y  a Є A]

Z\ (A°) =  { ; 6 i 4 ° | : o o  =  a o 2 f o r  e v e r y  a Є Л°},

£І7 Єл Ζ(Λ) = ^ ( Л 0) is a n o rma l  s u b g r o u p  in A°.

Let S be a two-sided ideal of a brace Л. On the set

A/S = {a + 5  I a Є 5}

we have two operations “+” and “·” (see [6 ]) given by the rules:

• (a.j + 5) + (a 2  + 5) = (ai + a2) + S’,

• (a,i + 5) · (a 2  + 5) = (« ια2) + 5  for a j, a 2  Є Л. Then (A/S, +, ·) is a brace (and A/S
is called the quotient brace of Л with respect to an ideal S).

Lem m a 4. I f  S is an idea l  o f  a b ra c e  A, th en  th e  g r o u p s  (A/S’)0 and  A0/S° are  i somorph i c .

Proof . In fact, the rule

φ : (А/S)° 3 a + S a o S° Є A°/S° 

is a group isomorphism. □

Lem m a 5. I f  S  is a tw o - s id ed  id ea l  o f  a b ra c e  A, th en  th e  g r o u p s  H(A)/H(S)  and  H(A/S) 
are  i s omorph i c .

Proof . Assume that Я(Л) = E x F, H (S ) = U x W  and H(A/S) = Q x R. Then, by 
Lemma 2, we have that U < E , W  < F  and so

H(A)/I I (S) = (E x F) /H( S ) ^  (EH(S)/H(S) )  x (FH( S ) /H( S )) =
= (EUW/UW) x (FUW/UW) ^  (EW/UW)  x (FW/UW).

Furthermore, we have the group isomorphisms

Q = (A/S)+ ^  A+/S+ ^  E/U = EW/UW

and, by Lemma 4,
R ^  (Л/5)° = Л0 / ^ 0  = F/W ^  FU/WU.

The lemma is prowed. □



2. Frobenius groups. Recall that a group H = E x F  is called a Frobenius group with 
a kernel E and a complement F  if

F n  F 9 = {1}

for all (] Є H \ F  and
e \ { i } = h \ { J f \

h e H

Proof of T heorem  1. Assume that H — E x F  is a Frobenius group with E = L+ and 
F  = T.  By Lemma 1.1 of |3], for any elements h Є T  and І Є L there exists Є L such that
(/,0) = [(1-і , 0). (e, /;.)] and consequently (/,0) = (l\, 0 ) _ 1  (e. h)~l (l\, 0)(e, h) = ( l j i . 0) .  Then
/ = l ]h and we conclude that L = Lh for any 0  7 - h Є T.

Suppose that It — e for some t. Є T  and 0 ф І Є L. Then

{(( A))} = F f ] F ^ 0) 3 ( e . tYL0) = (-ІІЛ)) .  (4)

which implies that t = 0  and annT l = {0 }.
(<=) Assume that a group II = Ex F  satisfies the conditions (i) and (ii). If 0 φ  v  Є T  and 

k Є L, then k = k\v for some k\ Є L and the commutator [(/4 . 0 ), ((), c)] = (Α,'ιυ,Ο) = (Λ;, 0) 
for any (e,0) φ  ( e , t )  Є F.  This means that E = [E,(e,t.)].  Moreover, for any elements
(u, v) Є H and (e. /.) Є F  we sec' that

9  ( e ,  t ) l'u 'v '> =  ( — ( u t ) v  — u t  — ( ( ш / - 1 ) ) t ) v  — ( u v ^ ^ ) t , ,  υ (_ 1 )  о  t o  v ) .

If r  -- 0  and 11, φ  0, then (—u t , /) = (e, /:)('ц·0) є F (u,0). This gives that

H\  ( J  F ^  = E\{ ( e ,  0)}.
( « . 1 1  )є //

Now we assume that (r>. Λ,)(η,υ) є F  П for some h . v  Є T  and 0 Ф u Є L. Then

(e, = (— o h o v),  o h o  v).

and therefore — u(v^~^ o h o v)  = e. From this, in view of (гг), we have o h o v  = 0 and 
consequently h = 0. Hence

F p | F (^ )  = {(e, 0 )}

and I i  is a Frobenius group with a kernel E and a complement F. □
Let R be an associative ring with 1, A be a right F-module. If μ  : A —> U(R)  is an

additive map and
μ(αμ( 6 )) = μ(α)

for all η , b Є A, then (A. +, ·) is a brace (see Example 1 of [5]) with a multiplication “·” given 
by the rule

ab = α(μ( 6 ) — 1) (5)

E xam ple  1. As in Example  3 o f  [5], A = {0, 1,2, 3,4, 5}, A+ = Z6  and  μ  : A —> ί/(Ζβ) is 
such that

/ί(0 ) = μ(2) = μ(4) = 1 ,
//,(1) = //,(3) = //,(5) = ϋ.

Then (A. +, ■) is a b ra c e  with t h e  mu lt ip l i ca t i on  g i v en  b y  (5) (and d e p i c t e d  b y  Table):

0 1

CM 3 4 5
0 0 0 0 0 0 0

1 0 4 0 4 0 4
2 0 2 0 2 0 2

3 0 0 0 0 0 0

4 0 4 0 4 0 4
5 0 2 0 2 0 2

I f  L --- {0,2,4}, then  LA = L and  s o  L is an А-modu l e .  S in c e  T =- {0.5} is a s u b g r o u p  
in /1 °,

L ■ 5 = { 0  · 5, 2  · 5, 4 · 5} = {0 , 2 , 4} = L

anil·/· 2  = {()} = anil·/'4, 

wo c o n c l u d e  that  H(L,  T)  is a Froben iu s  g roup .

3. N ilpotent braces. In this section we investigate the properties of nilpotent braces. 

Lem m a 6 . I f  A is a b ra c e  and  k > 0, th en  Д(,0+І) is an idea l  o f  A(hK 

Proof. It is easy to seen that Â k+l') is a subgroup of Â k\ Since

q  Â k+̂ Â C  A{k+2) C

Д(к)д{к+1) ζ- Α ^

we obtain the result. □

R em ark  3. Let A b e  a b ra c e  and  p a prime.  Then

(1) LI (A) is a to rs ion g r o u p  i f  and o n l y  i f  A+ and  A0 are  torsion:

(2) H(A) is a p - g r o u p  i f  and  o n l y  i f  A+ and  A0 are  p - g roups .

As in Lemma 2.4 of [2] we can prove the next

T heorem  3. Let A b e  a r i gh t  n i lp o t en t  ( r e s p e c t i v e l y  l e f t  n i lp o t en t )  brace ,  p  a prime .  Then

( 1 ) A+ is a p - g r o u p  i f  and  o n l y  i f  A° is a p - g roup ;



(2) /1+ is a t o r s i on - f r e e  g r o u p  i f  and  o n l y  i f  A° is a t o r s i on - f r e e  g roup .

Proof, (a) Asuurne that A is a right nilpotent brace of index n. We prove by induction on 
ii. Since

A ( n - l ) A (n-l) ς  Д(п-\)А = { 0 } ,

we conclude that A[n~[) is a commutative radical ring. Now we assume that the result is 
true for right nilpotent braces of index < n.  Since

(.Д/А(2))(2) C (A/A{2)) · (A/A[2)) = A(2)/A[2) = {0 },

we have group isomorphisms

(ЛД4(2))+ *  (Л/Л(2))° ^  Л°/(А(2))°

and the assertion follows.
(b) For arbitrary k, Ak is an ideal of A,

(Ak/Ak+l)+ = (Ak/Ak+l)°

and for a left nilpotent brace A the assertion is also true. □

Lem m a 7. Let A b e  a brace .  Then  Z(H(A))  ± {(0, 0)} i f  and  o n l y  i f  апп/ А Ф {0}.

Proof. («=) If 0 ф а Є aim; A, then, by Lemma 2, (a, 0) Є CE (F)  and therefore

(0,0) ф (a, 0) Є Z(H(A)) .

(=>) If ( a ,  0) Є Z(H(A))  for some 0 ф a Є A, then for any elements u. v  Є A we obtain

(αν + a + u, v)  = (ci, 0 )(u, v) — (u, v) (a,  0 ) = (u + a, v).

This yields that av  = 0 and so а Є ann; A. □

C oro lla ry  2. Let A b e  a brace.  If H(A) = E x F and  Z(H(A))  2  E, th en

Z(A)  П annr A ^  {0}.

Proof.  Assume that (a, b) Є Z(H(A))  and b Ф 0. Then for any u Є A we have

(a + u, b) = (a, b)(u,  0 ) = (u, 0 )(a, fr) = (иб + u + a, b)

and
(au + a, b o u) = (a. 6 )( 0 , u) = (0 , u)(a,  b) = (a, u o 6 )

and consequently ub — 0, au = 0 and b o u  = u o b. This yields that b Є Z(A).  □

4. P roof of T heorem  2. (1) Let A be a non-zero left nilpotent brace of index n. Then
(.An~x)A = {0} and A " " ' 1 Ф {0}. This means that An~] C апп( A and, by Lemma 7, 
Z(H{A)) Ф {(0,0)}. Since An~l is a two-sided ideal in A and

(.Α/Αη- ι )η~λ = {()).

by induction on n  we can prove that H(A)  is a nilpotent group. Moreover, Z(A°)  < 3 A0 and

{0 } φ  (An^ ) ° f ] Z { A ° )  C ann A.

(2) We have Л(п) = {0} for some positive integer n  and thus

Α(η~λ) C aim,. A.

But annr /1 is a two-sided ideal in A and so (annr A)° is an abelian normal subgroup of A0. 
By induction on n  we obtain the result. □

E xam ple  2. Let  (F2)li b e  a b ra c e  c o n s t r u c t e d  in [5] ( s e e  Example 2) with t h e  mu lt ip l i ca t i on  
“■ ” d e p i c t e d  b y  Table:

000 111 100 Oil 010 101 001 111

000 000 000 000 000 000 000 000 000

111 000 000 000 000 000 000 000 000

100 000 110 000 001 111 110 111 001

Oil 000 110 000 001 111 110 111 001

010 000 110 111 110 000 001 111 001

101 000 110 111 110 000 001 111 001

001 000 000 111 111 111 111 000 000

111 000 000 111 111 111 111 000 000

This b ra c e  ha s  a s e r i e s

A D A{2) =  { 0 0 0 , 1 1 1 , 0 0 1 , 1 0 0 }  D  Л (3) =  { 0 0 0 , 1 1 1 }  D Л (4) =  {000}

A d A2 = {0 0 0 , 1 1 1 , 0 0 1 , 1 0 0 } = Л3.

This m ea n s  tha t  A is r igh t  n i lp o t en t  and  A is n o t  l e f t  n i lp o t en t .  S in c e

1 1 1  ■ 1 0 0  = 0 0 0  φ  1 1 0  = 1 0 0  · 1 1 1 , 

we c o n c l u d e  tha t  111 0 Z(A) and  s o  ,4 ^  П Z(A)  = {000}. I f  а = 001, b 100, then

Л° = (a) x (b)

is a d ih ed ra l  g r o u p  o f  o r d e r  8. Hence  H(A) is a 2-g roup  o f  o r d e r  64 and  it is n i lpoten t .  I f  
1-І (A) — E x F, then,  b y  Corol la ry  2, w e  h a v e  Z(H(A))  C E.



R e f e r e n c e s

1. Сьісак Я.П. Произведеиия -група, связанпие с радикальними кольцами. В: Произведеиия бесконеч- 
н и х  групи !/ Препринт 82.5.3: Институт математики АН УССР. -  1982. — С. 21-35.

2. Amberg В., Dickenschied О. On the adjoint group of a radical ring, Canad. Math. Bull., 38  (1995), 
262-270.

3. Artemovych O.D. On Frobenius groups associated with modules, Demonstratio Math., 3 1  (1998), 875-  
878.

4. Robinson D. .1. S. A course in the theory of groups. Springer, 1982.

5. Rump W. Braces, radical rings, and quantum Yang-Baxter equations, J. Algebra. 3 0 7  (2007). 153-170.

6. Rump W. Modules over braces, Algebra and Discrete Math., 2 (2006), 127-137.

Inst itute of Mathemat ics, Cracow University of Technology,

Cracow, Poland

Precarpathiau National University,

Ivano-Frankivsk, Ukraine

Received 06 .03.2011

Артомович О.Д., Скасків Л.В. Групи асоційовані з брейсами // Карпатські математичні 
публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 4-14.

У даній статті побудовано групу Н (А), асоційовану з брейсом А, і досліджено її вла­
стивості.

Артемович О.Д., Скаскив Л.В. Группи ассоциированпие с брейсами // Карпатскнє матс- 
матичсские публпкацин. — 2011. — Т.З, №1. — С. 4-14.

В зтой роботе построено группу Н (А), ассоцннрованную с брейсом А, и исследовано 
се свойства.

Карпатські математичні 

публікації. Т.З, №1
Carpathian Mathematical 

Publications. V.3, №1

У Д К  517.965+517.18

В е л и ч к о  Е.В., Т к а ч е н к о  И.Г.

О К О Р Р Е К Т Н О С Т И  О П РЕ Д Е Л Е Н И Я Т РИ ГО Н О М Е Т РИ Ч Е С К И Х  
Ф У Н К Ц И Й  С И СТЕМ О Й  Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н Ь ІХ  УРАВН ЕН И Й

Величко Е.В., Ткаченко И.Г. О корректности определения тригонометрических функций 
систсмой іфункц'штальїіи:і1 уравненіш, // Карпатскпе мнтематичеекпе публикацип. -  201 1.
-  Т.З, №1. -  С. 15-21.

В работо показано, что система фупкциоиальпьіх ураипении S (x  + у) = S (x )C (y)  І 
S (y)C (x), С (х + у) = С (х)С (у) — S (y )S (x )  определяет более широкий класе функций, чем 
тригоиометрические. Устаповлспьі догюлпительньїе условия, которьіс пообходимо доба­
вить к зтой системо, чтобьі данная система имола единственное решение S(x) = sin αχ. 
С (х) = cos ах. При доказательстве использовался сиособ сведения функциональньїх ура- 
впепий к ди<})(|х;р(їпциальньім.

ВВЕДЕНИЕ И АНАЛИЗПУБЛИКАЦИЙ

Сущсствуют различньїс подходьі к опрсдслснию функций. Анализ каждого из ггаких 
подходов позволяет сформулировать различньїе обобіцения злементарньїх функций. 
Кроме того сравнение различмьіх подходов иптересно с методической точки зр(міии. 
При огцієдсїлєнии 'і'ригоиоме'і'рических функций в основним используют такис способи:

- “геометрический иодход”, в котором функции вводятея как отношения сторон в 
прямоугольном треугольпике;

- “дифференциальньїй подход”, в котором функции вводятея как рошеним задач 
Коши;

- “аналитичсский иодход”, при котором функции описьіваются стспснньїми ряда­
ми;

- “функциональньїй подход”, при котором функции определяютея как решения 
функциональньїх уравнений.

2000 Mathematics Subject Classification: 39В72.
Ключевие слова и фрази: тригоиометрические функции, функциональное уравненне, диффоронциаль- 
нос уравненне, ограниченньїе функции.

(е) Величко Е.В.. Ткаченко И.Г., 2011



В данной статьс апализируется корректность определения основньїх тригономет- 
рических функций через функциональньїе уравнения. В многочисленньїх интернет- 
знциклопедиях, среди которьіх отметим Википедию и Вапедию, функции s il lX И COSX 
определяются как непрерьівньїе решения системьі (1), (2). Однако функции sin ох и 
cos ах так же являются решением, позтому необходимо, как минимум, одно дополни- 
тельное условие для определения константьі а.

ІЗ работе [1| авторьі предлагают взять несколько другую систему:

i  Si x - у )  = S(x)C( y )  -  S( y )C(x) ,  
( C ( x - y ) = C \ x ) C ( y )  + S(x)S( y )

H дополнить ee условиями
j  S(x)  > 0, x Є (0; a) ,

[S(a, ) = 1.

Доказательство того, что S(x)  = s in (f^ ) ,  C(x) -  co s (f f ) ,  проводится нутем вьічисле- 
ння значений функций па некотором всюду плотном множестве и нредельньїм перехо­
дом с нспользованнем непрерьівности.

В работе |2| чешского автора Otomar’a Hajek’a анализируются обобіцения уравненнй 
типа (І) и (2 ) при паличнії дополнительньїх свойств, таких как дифферепцнруемость и 
апалитичность функций.

Целью данной статьи является решение в классе непрерьівньїх функций системьі (1),
(2 ) с условием (3) и формулировка условий, обеспечивающих единственность решения.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч и

Рассмотрим систему функциональньїх уравненнй

S (x + y )  = S (x)C (y) + S ly )C (x ) . (І)

С(х + у) = С(х)С(у) -  S (y )S (x ) : (2 )

которую дополним условием

Ііш ——- = а ф 0 . (3)х
Будем искать непрерьівньїе решения зтой системьі.

Вьіясиим, будут ли функции S(x)  = sin αχ и С(х)  = c o s a x  единственньїми решення- 
мп нли пет.

2 ОіІРЕДЕЛЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИЙ В ТОЧКЕ 0

Найдем зиаченне s 0  = 5 (0) и с0  = С(0). Для зтого в (2) и (3) иодставим у  = 0 и 
получим

S(x)  = S(x + 0) = S (x ) c0 + C( x) s 0,

C(x)  = C(x + 0 ) = C( x)cq — S( x ) s 0.

Перепишем зти тождества в виде

S(x) (  1 -  с0) -  C(x)so = 0 , 
S(x) s 0 + C(x) (  1  -  c0) = 0 ,

π рассмотрим как систему относительно неизвестньїх S(x) ,  С(х) .  Для того, чтобьі зта 
система имела иенулевое решение (а иначе условие (3) не будет иметь места), пообхо­
димо и достаточно, чтобьі ее определитель бьіл равен нулю:

Δ = 1  — Co —so 
■so 1  -  с0

— ( 1  — Co) 2  + Sq — 0 .

Последнее равенство вьшолняется тогда и только тогда, когда

s 0 =  5 ( 0 )  =  0, Co =  С ( 0 )  =  1.

З ПССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ НА ЧЕТНОСТЬ

(4)

Исследуем, как связаньї значення функций 5(х) и С(х)  в точках х п —х. Для зтого 
положим в ( 1 ) и (2 ) у  = —х:

0  = 5(0) = 5(.г -  х) = S (х)С(  — х) -І- C( x ) S ( —x).

1  = С{0) = С(х -  х) = С ( х ) С ( - х )  -  S ( x ) S ( —x).

Виразим из зтих соотпошений функции 5 (—.х) н С ( —х), рассматривая их как систему 
лннейньїх уравненнй:

Δ(,· С(х)  S(x)  
—S(x) С(х)

С 2(х) + S 2(x) > 0 ,

Δ , =
0 5(.т)

= —S(x) , δ 2  = С(х)  0
1  С(х) \ —5(.т) 1

С[х).

Таким образом

s i - x )  =  Ш  с ( - х >  =  с ( ;г )А(х)  ’ " v " у Δ(^)

4 ПССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ А(х)

Положим в (1) у  = —у  и вьічислим значение вьіражения 5(.т + (—;(/)), исіюльзуя (5)

S(x)C( y )  -  S ( y )C(x
S{x — у)  = S ( x ) C( —y)  + S ( —y)C(x)  

Аналогично вьічисляем S( y  -  х),  используя ( 1 ), (5) и (6 ):

Δ (у)

S ( y  -  x) = S ( y ) C ( —x) + S ( - x ) C ( y 'i =
л й)ВасилИ'грфяникз ‘ Δ(χ)



Мьі так же можем подечитать S( y  -  х),  использовав тождєства (5) и (7):

S( r -  V) -  S ( - ( y  -  аг)) = -  S(y -  f i  = S(x ~ у )Ш  (8)in М [У X)) А ( у - - х )  А( у  х)А[х)

Из соотношения (8 ) делаем вьівод, что

Д(у)А(у -  з’) =
А(.т)'

Обіцее иепрерьівноє решеиие функционального уравнения (5), которое назьівается ура- 
впением Копій [3], имеет вид

А(х) = є 2Ьт, (9)

где І) параметр, подлежаїций определешно.

5 СВЕДЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЬЇХ УРАВНЕНИЙ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬІМ

Подставляя (9) в (5), получим, что S ( - x )  = -S ( x ) e~ 2bx\ С ( - х )  = С(х)с~2,УХ. Найдем 
приращение функции S(x):

S(x + у)  -  S(x -  у) = S(x)C( y )  + S ( y ) C( x ) -  S ( x ) C ( - y )  ~ C ( x ) S ( - y )  =

S(x)C( y )  -Г S( y ) C( x ) -  S(x)C( y ) e~2by + C{x)S{y) e~^  =

6 » C ( y ) ( l  -  β-26*) + C (:r)5 (y)( l + e"2bj/).

ІЗьічмслим производную

, + у) -  S ( i  -  у )  „  С(у)(1 — є - 2f,?/)
5  (х) -  Ііш —------- і- ---- 1--------  -  S i т) Inn----------------------hу-> о 2 у у-» о 2 у

С(.г) Ііпі 5 ( ; ί / ) ( 1  + β ^  = Ь5(.т) + аС(х) .
у-> о 2 -у

Найдем приращение функции С(.т) и вьічиелим производную:

С(,т + у) -  С(х -  у)  = С(х)С(у) -  5(.г)5(т) -  С{х)С{у ) е -2Ьу-

S ( x ) S ( y ) e r 2hy = С(х)С( у ) (1 -  e 2by) -  S(x)S( y ) (  1 + е2Ьу),

с«(.г) = 1іт С і *  + у ) - а * - у )  = lim C(y)( l -e -J ^ _ 
у—>0 2у У-»· 0 2у

5(х) І іт  + С 26У) = 6 С(х) -  aS(x) .у—>о 2 у
ГІолучаем, что функции 5(з:) и (7(.г) удовлетворяют системе дифферепциальньїх урав­
нений

' з д - г - а д  + а с м ,
С'(х) = — aS(x)  + ЬС(х).

6  РЕШЕНИЕ СИСТЕМЬІ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬІХ УРАВНЕНИЙ

Решим систему (10) с условиями (4) методом сведения к одному уравнению. Про- 
дифференцируем первое уравнение системи:

S"(x) = bS'(x)+aC'(x) = b (bS (x )+aC(x) )+a( -aS (x )+b(C(x) )  = (b2- a 2)S(x)+2abC(x) =

(b2 -  a2)S(x)  + 2 b(S'(x) -  bS(x))  = 2bS'(x) -  (b2 + a2)S(x).

Получили тождество S"(x) -  2 bS'(x) -f (b2 + a2)S(x)  = 0 , характеристическое уравнение 
которого имеет вид А2  — 2ЬX + (Ь2 + а2) = 0. ГІоследовательно находим дискриминант
І) -  4 Ь2 — 4Ь2 — 4а 2  = (2аг)2 и корни А1 і 2  = b ± аг. Таким образом, S(x) = еЬт(Л sin ах -)- 
В c o sax ) .  Из граничного условия 5(0) = 0, полученного вьіше, найдем, что В = 0. 
С учетом зтого S(x) = Aebx sin ах. Далее, из первого уравнения системні (10) найдем 
аС(х)  = S'(x) — bS(x)  = Λα cos axebx + Ab sin axebx — Abs'maxebx. Приводи подобньїе, 
получим C(x) = A cos axebx. Подставляя условие C(0) = 1, полу чаєм, что (7(0) = А І. 
На оснований вьпиензложєнного приходим к виводу, что решенпя системи (1)-(3) н.уж- 
но искать в виде

( S (х) = єЬх sin ах ,
|с(з;) = e bx cos ах.

Непосредственной проверкой убеждаемся, что при любом значений b зти функции будут 
удовлетворять указанной системе.

7 О ДОІІОЛНЕНИИ ИСХОДНОЙ СИСТЕМЬІ ФУНКЦИОНАЛЬНЬЇХ УРАВНЕНИЙ

Как показано вьнпе, для того, что бьі система (1)-(3) однозначно определяла фуп- 
кции sin ах и cos (ах) необходимо добавить условие, обесиечивающее равенство b — 0  в 
формулах (11). В качестве такого предлагаетея взять условие ограниченпостп функции
S(x)  и С(х):

ЗМ : \/х тах{|5(з;)|, |С(х)|} < М.  (12)

Покажем, что система (1)-(3) и условие (12) однозначно опрсдсляют функции S(x) 
sin «ж н С(х) = co sax .

Сиачала доказьіваетея (точно так же, как зто бьіло еделано вьіше), что имеют место
соотношения (4) и (5). Потом иредполагаем, что 3ζ : Δζ ф 1. Применяя два раза
формулу (5), получим что

q/ \ _  qi_ (_  u  -S(-x) _  s (x)
( ( Δ (- .τ )  Δ (χ )Δ ( -χ ) '

Откуда делаем вьівод, что Ух А(х)А(—х) = 1. Поскольку

Δ (ζ) > 0, Δ (— ζ) > 0 V Δ(-·) ф 1 V Α( ζ ) Α( - ζ )  = 1. 

то значит Зі Є { — ζ; ζ }, такое что

A(t) = T >  1. (13)



Подставляя із (1) у  -= х. получаем, что S(2x) = 2S(x)C(x). Тогда, применив формулу
(5), иолучим, что

— 2  S (x)C(x) —S(2x)
S ( - 2 x )  — 2 S ( - x ) C ( —x) = = ^ ή - f -

C др.угой стороньї,

S i - 2 * )  = - S{2X)A(2x)
Сравнивая последние два вьіражения, делаем вьівод, что

А(2х) = А2(х). (14)

Используя метод математической индукции и соотношения (13) и (14), легко показать, 
что Vn Є N А(2п1) — Т п. Гіоекольку последовательность Т п возрастает и неограниченна, 
то вьіберем щ  так, чтобьі Г"° > 2М 2. Тогда Δ(2пЧ) -  5 2 (2'"’/;) + С2(2пЧ,) > 2М 2, а, 
зпачит |5(2"°/,)| > Μ  V |С(2П°£)| > М, что противоречит (12). Мьі показали, что Δ(.τ) ξ
1 , и тогда из (5) еледует, что S ( - x )  = - S ( x ) ,  С ( - х )  = С(х) .  Найдем прираіцения и 
производньїе:

S(x + у) -  Six -  у) = S(.r)C(i/) + S(y)C(x) -  S (x )C i-y )  -  C(x)SI-y )  = 2C(j)S(y),

S '{t) = lim SA i  + У) -  S± ^ Vl = Um = C(x)  lim M  = aC(x) .
y-> o 2  у  y-> o 2  у  y-> о у

C(x + y)  -  C(x -  y) = C(a;)C(y) -  S (y)S (x ) -  C (x )C ( -y )  + S ( : r )S ( -y )  = - 2 S(x)S( y ) .

C\x)  = lim + V) ~ ~ = lim 2 S ( r ' S{!l) = - S (x) lim ^  = -aS{x) .
y-> o 2 y ? ; - > 0  2y  y-->o у

Теперь найдем вторую производную

£"(,:) = (5'(.г)У = (аС(х))' -  a ( —aS(x) )  = - а 2 5(.т).

Найдем грапичпьіе условия: 5(0) = 0, бДО) = аС(0)  = а.
Таким образом, фупкция 5(.г) является решением следующей задачі! Копій:

у" + а2у  = 0, 2/(0 ) =0, у'( ()) = а. (15)

Аналогпчно получается, что функция С(.т) является решением следующей задачи Ко­
пій:

у” + °2у  — 0 , 2/(0 ) = 1 , у '( 0 ) = 0 . (16)

Из курса днфференциальньїх уравненнй нзвестно, что функции у (х)  = sin ах и
у(х)  = cos ах являются единственньїми решениями задач (15) и (16) соответственно. 
Непосредствешю проверяется, что функции

S(x)  = sin а.х. С(х)  = cos αχ

удовлетворяют функцнональньїм уравнениям ( 1 ), (2 ) с условиями (3) и ( 1 2 ), и ирове- 
денпьій вьіше анализ доказьівает, что зто решение единствепно в классе непрерьівньїх 
функций.

В ь ів о д ь і

В работе показано, что система функциональньїх уравненнй (1), (2) определяст фун­
кции sin ах и cos ах только при наличии дополнительньїх условий, в качестве которьіх 
можно взять условие (3), описьіваюгцее поведение функции S(x)  в окрестностн нуля, 
п условие ограниченности функций S(x)  и С(х) .  Решение системи проводилось путем 
сведения функциональньїх уравненнй к дифференциальньїм.
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The article shows that the system of the functional equations S (x  + y) = S (x )C (y)  + 
S (y)C (x ), C(x  + y) = C (x)C (y)  — S (y)S (x )  defines a broader class of the functions than 
the trigonometric equations. The conditions, which must be added to this system to obtain 
the unique solution have been developed S(x) =  sin ax, C (x) = cos ax. The method of the 
reduction of the functional equations to the differential equations is used.

Величко O.B., Ткаченко І.Г. Про коректність визначення тригонометричних функцій 
системою  функціональних рівнянь /'/' Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, 
№1. - С. 15-21.

У  роботі показано, що система функціональних рівнянь S (x + y) = S (x )C (y)+ S (y)C (x ), 
С (х  + у) = С (х)С (у)  — S (y)S (x )  визначає більш ширший клас функцій, ніж тригономе­
тричні. Встановлені умови, які необхідно додати до цієї системи, щоб вона мала єдиний 
розв’язок S(x) — sin аж, С (х) = cosax. При доведенні використовувався спосіб зведення 
функціональних рівнянь до диференційних.
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Г е р а с и м ч у к  В .Г . ,  М а с л ю ч е н к о  О .В .

К О Л И В А Н Н Я  НАРІЗН О  Л О К А Л Ь Н О  Л ІП Ш И Ц Е В И Х  Ф У Н К Ц ІЙ

Герасимчук В.Г.. Маслюченко О.В. Коливання нарізно локально ліпшицевих функцій 7 
Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 22-33.

Доведено, що функція, яка визначена на добутку двох берівських метричних просторів, 
є коливанням деякої нарізно локально ліпшицевої функції тоді і тільки тоді, коли вона є 
невід’ємною напівненерервною зверху функцією, замикання носія якої є навхрест ніде не 
щільним.

1 В с т у п

Дана робота іде в руслі цілого ряду статей багатьох математиків, таких як Р. Ке- 
ншер, Дж. Бреккенрідж і Т. Нішіура, II. Костирко, Й. Еверт, С. Пономарьов, В. Ма­
слюченко, В. Михайлюк, О. Маслюченко, В. Герасимчук та ін.. Ці статті присвячені 
розв’язанню задачі про опис множини точок розриву функцій з того чи іншого фун­
кціонального класу, а також ї ї  уточненої версії про опис коливань функцій з певного 
функціонального класу.

Загальне формулювання цих двох задач виглядає так. Нехай Р  — деяка властивість 
функцій на певному топологічному просторі X .

З ад ач а  А. Для яких множнії  Е С X  і с н у є  така ф ункц і я  / : X  —> R ,  щ о  має властивість
Р, д л я  я к о ї  множина  точок р о з р и в у  D( f )  р івна  Е.

З ад ач а  В. Для яких ф ункц ій  g  : X —> [0, +оо] і с н у є  така ф ункц і я  / : X  ->· R, щ о  має
властивість Р, д л я  я к о ї  к оливання  Uf р і в н е  д.

В роботі [2] було охарактеризовано множину точок розриву нарізно неперервно ди- 
ференційовних функцій па R2. Крім того, в [1] було наведено повний опис коливань 
нарізно неперервно диференційовних функцій на добутку двох скінченно вимірних про­
сторів і нарізно локально ліпшицевих функцій на добутку двох локально компактних 
метричних просторів. Ці характеризації полягали в тому, що носій функції д  є локально 
проективно ніде не щільним. Проте перенести ці результати на випадок коли простори

2000 Mathematics Subject Classification: 54С30, 54С10.
Ключові слова і фрази: коливання, ω-priinitive, локально ліпшицева функція, нарізно локально ліпши- 
цева функція, С£-функція.

© Г ер аси м чук  В.Г., Маслюченко О.В., 2011

не є локально компактними довший час не вдавалось. Виявляється, що причина поля­
гає в тому, що умова локальної проективної ніде не щільності носія, яка добре працює 
у локально компактному випадку, не підходить у загальному випадку. Замінником цієї 
властивості є навхрест ніде не щільність замикання носія, яка  в цій роботі називається 
h v -ніде не щільністю.

Наступні теореми є головними результатами цієї роботи і були анонсовані у |3]. Вони 
випливають з теорем 3, 4, 5 і наслідку 4.1.

Теорема 1 . Нехай Р  та Q — д е я к і  локальн і о д н ор і дн і  властивості д і й с н о зп ачпнх  ф у н ­
кцій,  я к і  сильн іш і  з а  л о к ал ьн у  ліпшицевість, X — Р -р е г у л я р н и й  б е р і в с ь к пй  метричний  
простір, а У  — Q- р с г у л я р п п й  б е р і в с ь к п й  метричний простір. Для  того, щ о б  ф ункц і я  
g  \ X х У  —> R була  к оливанням  д е я к о ї  P Q -ф упкц і ї  / : X х Y —> R, н еобх ідн о  і д о с и  ть, 
щ о б  g  б ула  н е в і д ’ємною  п ап і в н еп е р е р в н ою  з в е р х у  функц і єю ,  а ї ї  н о с ій  suppr/ б у в  Іг г -піде  
н е  щільним.

Теорема 2. Нехай Р  — д е я к а  локальна  о д н о р і д н а  властивість д ій с п о зп ач них  функцій ,  
щ о  сильн іша  з а  л окал ьн у  ліпшицевість, X б е р і в с ь к пй  метричний простір, а Y 
Р -р е г у л я р п п й  б е р і в с ь к п й  метричний простір. Для  'того, щ о б  ф ункц і я  g  : X х V' —> R 
була  коливанням д е я к о ї  С Р -ф ун к ц і ї  / : X х Y —> R. н еобх ідн о  і досить, щ о б  g  була  
н е в і д ’ємною  п ап і в н еп е р е р в н ою  з в е рх у  функц і єю ,  а ї ї  п о с ій  supp<y б у в  h v -п і д е  н е  щільним.

2 Т о ч к о в а  т а  л о к а л ь н а  л і п ш и ц е в і с т ь  і д и ф е р е н ц і й о в н і с т ь

Для метричних просторів X та Y, відображення / : X —> Y, множини Е С X і 
точки х Є X покладемо

Λ f ( E ) =  sup —т ^ - — 7,7 -  і - V ' :  , і i*! « W ) .
х',х"<ЕЕ р  -  -І \х (У- окіл
х'фх"

Функцію Λу : X —> [0,+оо] називатимемо л іпш иц ев ою  похідною  відображення /. 
Відображення / називається л іпш иц евим  na Е, якщо Λj (E)  < +оо. Казатимемо, що f
— локально ліишицеве на X , якщо для довільного х Є X існує такий окіл U точки х. 
для якого / є ліпшицевим на U. Ясно, що / буде локально ліпшицевим тоді і тільки 
тоді, коли Λ] (х)  < +оо при х Є X.

Введемо тепер поняття точкової ліпшицевості. Для метричних просторів X та У і 
відображення / : X —> У визначимо функцію

л ■ r l/('“) -  f ( x )W у l / H - Z W I v '  .̂ vl f (x)  — m i sup ---- :-------- 1------ = Inn sup ------:--------:------ , x Є X,
u- окіл х иеи \и — а’ І а' и->х І и  — χ\χ

ифх

яку називатимемо точков ою  л іпш иц ев ою  похідною.  Функція / називається точково  
л іпшицевою ,  якщо //(.т) < оо для кожного x Є X.

Як відомо з [5, с.473], якщо відображення між нормованими просторами має непе­
рервну похідну І ато, то вона буде ї ї  похідною Фреше. Модифікуючи доведення цього 
результату, отримуємо наступний факт.



Т вер дж ен н я  2.1. Нехай X відкрита· п ідмножина д е я к о г о  н орм ован о г о  про стору  
X , Y нормований  про стір , і в і д о б р аж ен н я  / : X —> У має локально  о б м еж ен у  за  
нормою пох ідн у  з а  Ґато f . Тоді Xj (x)  = lim sup 11 //(w) 11 прн  x Є X , і тому f  — локально

U—ЇХ
лішшщена .  Я к щ о  ж  f  н е п е р е р в н о  диф ер енц ій о вна ,  то Х/(х) = ПРП х Є X-

Дов ед ення .  Візьмемо деяку точку х Є X і позначимо о = lim sup ||/'(ї/,) ||. Зафіксуємо
U—>Х

деяке число 7 > п. Тоді існує опуклий окіл U точки .т, такий що ||/'(«)|| < Ί при u  Є U. 
Покажемо, що Xj(U) <  7. Візьмемо дві точки u , ,u 2  Є U  і деякий функціонал у* Є Y* з 
||у*|| =■ і. Розглянемо числову функцію

.7(0 = У*і{щ  + /(n 2 -  Ml)), f Є [0, 1].

Оскільки / — диференційовна за Ґато, то g  — також диференційовна і

. < / ( 0  = '/*./'("і + * ( ™ 2  -  и і))(и 2  -  "·ι)> 1 Є [0 , 1 ].

Ь'(0І ^  ІІУІЦ/'С^ + Ф у' 2 -  u,))||||u2  -  «ill < 7 IK -  «ili 

для кожного і Є [0,1], адже u, + /,(u2 - u , )  Є U. Далі, за формулою Лаґраижа матимемо,

І У* (./”(и2) -  /0/.і))| = |.7(1) -  .7(0)1 < 7І|и2  -- V/.I ||.

Таким чином, використовуючи відомий наслідок з теореми Гана-Банаха, одержуємо, 
що

І !/ М  -  / (it ,)II = sup |y*(/(u2) -  /(u ,)) I < 7і|іі2  -  u,||
! !у * і і = і

для довільних u і , / / 2  Є U. Отже, Λ f(U) < 7. Спрямувавши 7 -)· tv, одержуємо нерівність 
Xf(x) < о.

Візьмемо тепер 7 < tv. Розглянемо деякий відкритий окіл U точки х в X.  Тоді 
sup ||,/7 (u)|| > a  > 7. Отже, існує таке щ  Є U, для якого ||/'(и0)|| > 7. Візьмемо
її Є І/
ε > 0, для якого Β(ν.0,ε)  С  U. З означення норми у спряженому просторі матимемо, 
що II//(и())є|| > 7 для деякого є Є Λ' з ||е|| = 1. Таким чином,

7 < ІІ/МеІІ = Дш j||/(u0  + t e )  -  /(u0)||.

Тоді існує таке додатне ί < ε, для якого |||/(u0 +ie) — / (u0)|| > 7 . Покладемо u, = u 0 +ie. 
Оскільки щ .  u, Є U то

А,(С/) > ІІЛ,|і Ь Л “0)ІІ = 7 І І / М  -  / (“о)ІІ > І-||ui — u0  II t

Таким чином, Х/(х) > 7. Спрямувавши 7 —> о, будемо мати, що \/(х) > tv. □

Ще простіше доводиться наступний факт.

Т вер дж ен н я  2.2. Нехай X відкрита п ідмножина  д е я к о г о  н орм ован о г о  п ро стору  X ,
Y — нормований  простір,  в і д о б р а ж ен н я  / : X -> У — д и ф ер е н ц і й о в н е  за  Ф р еш е  і f  
ї ї  похідна Фреше .  Тоді 1/(х) = ||/'(ї)||, х Є X. Зокрема, / — точково л іпшпцева .

Д ов ед ення .  Справді, при а: Є X матимемо, що з одного боку,

=  limsupi i / M - / w i i  =  ,l m ,u p i i / ' W ( " 7 )  +  °(ii'— id» <
її,—ух IIΊΙ х\\ u—ух ||w %\\

l i m s i . p H / ' M I H K " — , ^ > 1 1  +  І № ~  * 1 1 ) 1 1  =  І і у . , , , 1 1 ,

u—ух Ц ̂  £ її

а з іншого боку,

у  II/(и)-/(х)|| ,. ||№)('и -  х) + « ( ||и -  ,г||)||I f( x) = lim sup--- її-------- -----  = lim sup ------------------------------------------її-------її--------  >
u—ух IIU .ί'|| u_>3· 11 u :r||

ll//(3 ’)llll(u -  x)\\ -  ||o(||u -  ,r||)|| llr;/Inn su p ----------------- -------------------------- = ./ (./') .
u—> я· ||u -  x 11

Отже, //(:r) = ||./7 (;r)||. □

З Л о к а л ь н і  в л а с т и в о с т і  ф у н к ц і й  i Р - р е г у л я р н і  п р о с т о р и

Нехай X , У, Z — топологічні простори, Р  — деяка властивість Z-значпих функцій 
на X,  a Q — деяка властивість Z-зиачних функцій 1 1а Y.  Казатимемо, що функція 
/ : X x Y —> Z має властивість PQ,  якщо для довільних ;г Є X і у  Є К функція J y 
має властивість Р. а функція f x має властивість Q (як звичайно, функції f y : X —> Z 
та f x : V' —>■ Z визначаються формулою f y (x) = f x{y) = І (х- у ) ) ·  Функції, що мають 
властивість Р , ми коротше називатимемо називатимемо Р-функц іями .  Сукупність усіх 
Р-функцій / : X —> Z позначатимемо Ρ(Χ, Ζ) .

Нехай Р  — деяка властивість Z-значних функцій /, які визначені на відкритих 
підмножинах X . Ми кажемо, що Р  — локальна вла стив і сть ,  якщо для довільних G С 
X і / : G —> R виконується, що / є P -функцією тоді і тільки тоді, коли для довільної 
відкритої множини Н C G звуження / 1// є Р-функцією.

В цій роботі ми будемо використовувати наступні локальні властивості:

• С  — пеік'рервніс'гь;

• L — точкова ліпшицевість;

• £ — локальна ліпшицевість;

• D — диференційовність за Ґато;

• Т> — диференційовність за Фреше;

• С 1 — неперервна диференційовність.



Властивості, пов’язані з ліпшицевістю, стосуються метричних просторів, а властиво­
сті, пов’язані з диференційовністю, стосуються нормованих просторів. Для властивості 
С'1 ми не вказуємо, яка диференційовність мається на увазі, адже, неперервна дифе- 
ренційовність за Ґато рівносильна неперервній диференційовиості за Фрешс |5, с. 473].

Нехай Ал — топологічний простір і Р  — деяка властивість дійсних функцій па X. 
Казатимемо, що А" є Р -р е г у л яр н и м , якщо для довільної точки а Є X і ї ї  околу U існує 
Р-функція / : X —> [0,1], така що /(а) = 1 і f ( x )  = 0 при х Є X \ U. Казатимемо, що 
властивість Р є о днор і дн ою , якщо для довільної Р-функції / і числа а  Є R функція а/  
має властивість Р.

Т вер дж ен н я  3.1. Кожний  метричний простір є  С-р егулярннм.

Дов ед ення .  Функція φ : Ж. -»  [(), 1], яка визначається формулою

φ(χ)  = 1 - й ,  \t\ < і, 
0 ,  |*| >  і ,

є ліпшицевою, причому ν?(0) = 1 і Slippy = (-1 ,1 )·  Тоді для метричного простору X, 
точки а Є X і числа ε > 0 матимемо, що для функції / : X —>■ [0,1], яка  визначена 
формулою f ( x )  = φ(\\χ -  αIX), х Є X,  виконується, що /(а) = 1 і supp/ = Β(α, ε ) .  
Крім того, оскільки ||.т' -  а\х -  \х" -  а|А'| < \х' -  х"\х, то відображення х \х -  α|Λ- є 
ліпшицевим. Тому / — ліпшицева, а значить, і локально ліпшицева. □

Нехай Р — деяка властивість дійсних функцій. Казатимемо, що нормований простір 
X є Р-з гладо і с у ваним , якщо на ньому є така еквівалентна норма, яка має властивість 
Р  на X \ {0}.

Т вер дж ен н я  3.2. Нехай Р  — ц е  одна, і з  властивостей D, V чи  С 1 і X — відкрита  
п ідмиожина  Р - з г л а д ж у в а н о г о  н о рм ован о г о  п ро стору  X . Тоді X є  Р -р е г ул ярним .

Д ов ед ення .  Добре відомо, що функція φ, яка визначається формулою

φ(χ)  =
1 -

• \ І \  <  1 , 

о, |*| > 1 ,

є неперервно (навіть нескінченно) диференційовною, причому ^ (0 )  = 0. Оскільки ди­
ференційовність відносно еквівалентних норм рівносильна, то вважатимемо, що вихідна 
норма II ■ II має властивість Р на А' \ {0}. Покажемо, що і функція f ( x )  = φ(^\\χ — α||),
х Є X . має властивість Р  на всьому А. По-перше, оскільки φ( ί )  — </?(0) = o( t )  при * —> 0, 
то f ( x )  — f ( a )  = </?(1||.τ — α||) — </?(0) = о{\\х — α||) при х —» а. Таким чином, похідна Фреше 
функції / в точці а рівна нулю. Нехай рх — похідна від норми в точці х. Оскільки для 
довільного е є А маємо, що

\рх{х)\ = Д™0 у|ІІх' + і(і\\ -  ІІ;ГІІ| ^  ІІеІІ>

то II/;,:II < 1. Але Ґ ( х )  = \φ'(\\\χ -  α II) рх- а. Тому \\f'(x)\\ < \φ'(\\\х ~ а||) -> 0 = /'(О) 
при X а. Таким чином, похідна (Ґато чи Фреше) функції / неперервна в точці а. □

За допомогою тензорного добутку функцій одержується наступний результат.

Т вер дж ен н я  3.3. Нехай Р  та Q — д е я к і  о д н о р і д н і  властивості д і й с н о з н ачни х  ф ун ­
кц ій , як і  сильн іші за  н епер ервні сть ,  X — Р -р е г у л я р н п й  метричний простір, a Y — Q- 
р е г у л я р п н й  метричний простір, :г од і  X х Υ  є  PQ  Λ С-ре гулярннм .

Дов е д енн я .  Нехай (а, 6 ) — деяка точка з А  х Y і W — деякий ї ї  окіл. Візьмемо такі 
околи U точки a і V точки 6 , що U х V С W. Тоді існують Р-функція / : А —»· [0, 1] і Q- 
функція g  : Y —> [0, 1], такі що /(а) = g(b)  = 1 і J\x) = g ( y )  = 0 при х Є X\U  і у  Є У'\К 
Визначемо функцію h : X х Y —> R формулою h (x, y )  -- f {x) g ( y ) .  Оскільки h j: — f ( x ) g  і 
liy = g ( y ) f , то з однорідності властивостей Р  та Q випливає, що h є PQ-функцією. Крім 
того, /і очевидним чином є неперервною, h ( u , b ) = f ( a ) y ( b )  = 1  і h (x , y )  = f ( x ) g ( y )  z:-: 0  

при (т, у )  $  U X V. Π

4 Н е о б х і д н і  у м о в и  н а  м н о ж и н у  т о ч о к  р о з р и в у  СС- і £ £ - ф у н к ц і й

Нехай А та Υ  — топологічні простори і Е , М  С А х Υ . Ми кажемо, що М  є Ii - oko .ji.o m  

і v - ок ол ом/ множини Е, якщо для довільної точки (х, у )  Є Е існує такий окіл U точки 
X /V точки у/, що U х {у} С М  /відповідно, {х} х V С Мі .  Якщо М є h-околом г- 
околом/ замикання Е, то казатимемо, що М  є h -околом множини Е. І нарешті, множина 
М називається h,v-околом , h v -околом, l w -околом, h v - околом множини Е, якщо вона є 
відповідно /г- чи h -околом Е і υ- чи ΰ-околом Е. Множина Е називаегься h- /ν-, hr- ,  
hr - ,  hv - ,  Iw-/ п іде  н е  щільною,  якщо існує така ніде не щільна множина А/, яка є h- /ν-, 
hv-,  hv- ,  hv- ,  hv-/ околом множини E. h v -окіл інакше називається хрестом-околом,  а 
//.υ-ніде не щільна множина — навхрест, н іде н е  щільною.

Л ем а  4.1. Нехай X топологічний про стір , Y, Z метричні простори,  ~ > 0 . /1 
щільна в X і / : А х Y —> Z — н еп ер ер вна  в і д н о с н о  п е р ш о ї  зм інно ї  функц ія ,  д л я  я к о ї  
Xr (Y) < 7  при  X Є А. Тоді / — неп ер ервна .

Д ов е д енн я .  По-перше, оскільки / — неперервна відносно першої змінної, то для довіль­
них х Є А  і у', у" Є Y матимемо, що

I f i x ,  У') -  f{x, y")\z = ,1іш І Г' ІУ)  -  ГІУ")  U < , lim ^ f , (Y)\y'  -  y"\Y < 7 1 у' -  у"\у .
A 3 u - * x  А3 и - >х

Перевіримо тепер, що f  — неперервна. Візьмемо :г0  Є А, у 0 Є Y і ε > 0. Оскільки 
/ — неперервна відносно першої змінної, то існує такий окіл U точки .г0, для якого 
\І\х- Уо) -  f (xo , yo )\z < І при X Є U. Нехай V - В ( у 0, ^ ) .  Тоді при х Є U і у  Є V 
матимемо, що

I f t *  і У) -  / ( · χ 'ο , y o ) U  <  І І' (Х, ‘У) -  f ( x , y o ) \ z  +  \f { x , yo)  -  / ( - г 'о , У о ) U  <

7ІУ -  Уо І r  + І < 2  ̂ + 2  = -·

Таким чином, / — неперервна в точці (х 0 ,'Уо)· П



Л ома 4.2. Нехай X топологічний простір, У , Z метричні простори, V відкрита в 
У , 7  > 0 і ф ункц і я  / : А' х У  —> Z — н еп ер ер в н а  в і д н о с н о  п е р ш о ї  змінної . Тоді  множина

A,(V)  = {:г Є ЩХ( Ш  П (X X V)) : λ , ,(Κ ) < 7 }

є  н і д е  не щ ільною  в X .

Дов ед ення .  Нехай U = inίΑΊ( ν )  і А = ί/ΠΛ7 (Κ). Припустимо, що U ф 0 . Тоді, оскільки 
A D O ,  то за лемою 4.1 функція / буде неперервна на U x V. Але це неможливо, адже 
([/ x І/) П £>(/) Ф 0 . Таким чином, U = 0 , а значить, АДК) — ніде не щільна. □

Л ем а  4.3. Нехай X — б е р і в с ь к и й  тополог ічний простір, У, Z — метричні про стори і 
/ : X х У —У Z G С-функція .  Тоді  множина D( f )  є  h v -н і д с  н е  щільною.

Дов ед ення .  Перевіримо спочатку піде не щільність множини £>(/). Нехай D( f )  не є 
ніде не щільною. Тоді існують такі відкриті непорожні множини U0 C А' і VQ С У,  що 
U() x Vi) C D( f ) .  Візьмемо деяке -у0 Є Ц і покладемо Vn = Vq П В(уоі £)■ 3а лемою 4.2 
множини Д ,м> = ·— ніде не щільні. Зафіксуємо деяке х Є бо- Оскільки λ/χ(ϊ/ο) <
•І-ос, то існує номер 7η > Л/.т(уо). Далі, знайдеться η  Є Ν, для якого \f*(Vn) < пі. Але

__________ ‘ ОО

(х ,у0) є Uo X У0 c  £>(/). Тому X Є л т ,„. Таким чином, С/ 0  C (J Лт ,„, що суперечить
?n,n= 1

беровості А.
Тепер, оскільки / є нарізно неперервною, то з [6 , Theorem 6.4, Proposition 6.2] ви­

пливає, що D( f )  є  σ-навхрест ніде не щільною (тобто подається у вигляді зліченпого 
об'єднання навхрест ніде не щільних множин). Крім того, там показано, що довільна 
піде не щільна і σ-навхрест ніде не щільна множина в добутку метризовних просторів 
є навхрест ніде не щільною |6 , Proposition 6.3|. Таким чином, множина D ( f )  є навхрест 
ніде не щільною. П

Теорема 3. Нехай X б е р і в с ь к ий  топологічний простір, У, Z метричні про стори і 
/ : А х У -> Z — СС-функція .  Тоді множина  D ( f ) є  h v -н і д е  н е  щільною.

Д ов ед ення .  За лемою 4.3 множина D( f )  є  h v - ніде не щільною. Тому залишається пере­
вірити ТУ-ніде не щільність множини D( f ) .

За теоремою Стоуна [4, с.414] існує локально скінченне покриття Vn простору У,  
що вписане в покриття У кулями радіуса Тоді для кожного Vа Є V„ матимемо, що

ОО

сі і a m V" < Покладемо Mn = 1J (An (V) x V) і М = [J Мп. За лемою 4.2 множини
V'eV„. п = і

A„(V)  ніде не щільні. Тому за рахунок локальної скінченності V„ матимемо, що Мп 
ніде не щільні.
Покажемо, що М — ніде не щільна. Нехай G0  — деяка відкрита непорожня підмно­

жина А х У.  Але за лемою 4.3 множина D( f )  — ніде не щільна. Тому існують відкриті 
непорожні множини Uo C X і V0 Q У і такі, що Uo х Vo С Go \ D( f ) .  Візьмемо деяке 
Уо Є V0 і знайдемо такий номер т ,  для якого В ( у о , ^ )  C V0. Нехай Ц = В(х,·^)  і 
G\ Uo х V].

Покажемо, що Gj П Мп = 0  при n > m.  Справді, нехай G і П Мп ф 0 . Візьме­
мо (х\,у\) Є G\ П Мп. Тоді існує V Є Vn, таке що (хі,г/і) Є An(V) x V. Значить,

х і Є An ( V) C ])і 'x { D ( f )  П ( A  x V")). О тж е, існує у 2 Є Vа, д л я  як ого  ( х ь у 2) Є D( f ) .  Тоді 

У2 & В ( у 0, £) ,  а д ж е  (Uo х В ( у 0, ^ ) )  П D( f )  = 0 .  Т ому \у2 — Уо\у > В р ахув авш и , що 

ІУо — У\\у < м а ти м е м о , що ^  < \у2 — уі\у  < d ia m K  < V Т аки м  чином, n  < m.
Тепер, користую чись ніде не щ ільністю  мн ож ин М п м а ти м е м о , що в ід к р и та  м н ож и н а

m  __
Go = G\ \ [J M n — непорож ня, пр и ч ом у G2DAln = 0  д л я  кож ного η.  Т ом у G2 C Gn\Al.

n= 1
О тж е, Μ  — п іде не щ ільна.

Д оведем о , що М є  г -о к о л о м  множ ини D( f ) .  В ізьм ем о  (х'о,Уо) Є D( f ) .  О ск іль ­
ки \}*о(уо)  < + 0 0 ,  ТО ІСНуЄ НОМер По > \/*о (Уо). Д а л і  ВІЗЬМеМО П\ > По, д л я  якого  

А/го ( В ( у о ,  —)) < v.Q. П о к л а д е м о  n  = m a x { n 0, n i } .  О ск ільки  V,, покриваю ть У , то  існує
V Є Vn , д л я  як ого  уо  Є V. А л е  d ia rn K  < 4 < і .  Т ом у V С В ( у 0, ± ) .  О тж е, \f *u (V) < н. 
Т аким чином, { х 0 } x  V C  M n C М.  □

Н асл ідок 4.1. Нехай А ,  У , Z - метричні простори, п рич ом у  X та У б ер ів еьк і ,  і 
/ : А  х У —> Z — СС-фупкц ія .  Тоді множина  D ( f ) є  h v -н і д е  н е  щільною.

5 П о б у д о в а  ф у н к ц і й  з д а н и м  к о л и в а н н я м

Д л я  ф ун к ц ії  / : А  —> R в ерхня  та т а ї с н я  граничні  ф ункц і ї  /V,/ A : А  —> R визна­
чаю ться ф о р м у л а м и

/ v (x) =  lim sup f ( u ) ,  / A(x) =  lim in f f ( u ) .  x Є X.
и —ь х u  ух

Я к  відомо, коли ван н я  ф ун к ц ії  / : X —> R  обчислю ється  за  ф о рм уло ю  ujj■ = / v — / A.

П ідм н о ж и н у  S  метри чн ого  простору X  н ази в ати м ем о  ε - відокрємною,  якщ о нерів­
ність |s — t\x > ε виконується д л я  д о в іл ь н и х  різних точок  s, і Є S. К а за ти м е м о , що S 
вгдокремна, як щ о  вона є ε -в ідокрем н ою  д л я  де я к о го  ε > 0. М н ож и н у S  н ази вати м ем о

■X)
а -ди с к р ет ною ,  якщ о існує п ослідовність  ди ск р етн и х  мн ож ин Sn , та к а  що S = ( J  Sn.

п= і

Л ем а  5.1. Нехай X — метричний простір і E С А .  Тоді і с н у є  σ -дискретна, множина  
S  C Е, така щ о  S D Е.

Д ов е д енн я .  Ясно, що £-відокремність — це в ласти в ість  скінченного характеру. Тому  

за  л е м о ю  Т ей х м ю ллер а-Т ь ю к і |4, с. 12] д л я  кож ного  ном ера η  існує максимальна,  
- - в ід о к р е м н а  п ідм н о ж и н а  Sn множ ини Е. З а  р а х у н о к  м а кс и м аль н о ст і м а ти м е м о , що 

д л я  д о в іл ь н о го  ном ера η  і точки  х  Є Е існує s Є Sn, так е  що |x-.s|x  < -  Т аки м  чином,
ОО

σ -д и с к р е тн а  м н о ж и н а  S = 1J Sn буде щ ільною  в Е. □
п=1

В попередній  л е м і σ -д и с к р е тн а  м н ож и н а подається  у  в и гл я д і  зл іч ен п ого  о б ’єднання  

в ід о к р ем н и х  множ ин. Проте ви явл яєть ся , що т а к у  власти в ість  маю ть  всі σ -дискретні  
множ ини.

Л е м а  5.2. Нехай X  — метричний простір і S  — σ -ди скр етна  п і дмножина  X . Тоді і с н у є
ОС

д п з ’юнктна по сл ідовн і сть  в і докр емних  множин Тп , така щ о  S  = |_| Тп .



Дов ед ення .  Застосовуючи міркування леми 5.1 до деякої дискретної множини Е. по­
будуємо послідовність відокремних множин, об’єднання яких щільне в £ , а значить, і 
рівне Е. Таким чином, і для σ-дискретної множини S  існує послідовність деяких від-

ОО 71— 1

окремних підмножин Sni така що S  = (J Sn . Покладаючи Тп = Sn \ (J Sk, матимемо,
n = l fc=l

ОО

що Тп — відокремні і S = [J Тп . □
n= 1

Л ем а  5.3. Нехай X метричний простір і g  : X —> [0, +оо] д е я к а  н ап і вн еп ер ер вна  
з в е рх у  функц ія .  Тоді  і с н у є  ф ункц і я  h \ X —> [0, +оо] з σ -дискретним нос ієм, така щ о  
/>v -  g.

Дов ед енн я .  Нехай <Q>+ = Qn(0, +оо). Для кожного ε Є Q+ покладемо F- = / _1 ([5 , +оо]). 
Оскільки функція / — напівнеперервна зверху, то множини Ес — замкнені. За лемою 5.1 
для кожного ε > 0 виберемо σ-дискретну множину SV, таку що S£ = Fe . Покладемо
S  = (J S-- і h — ух s .  Де Xs ~ характеристична функція множини S. Покажемо, що h

£6 Q +
- шукана. ΓΙο-перше, посій функції h рівний S і тому він є σ-дискретним. Далі, оскільки 
h < її і 0 — напівнеперервна зверху, то h y < g v = g.

Залишилось довести, що І ґ  > g. Нехай це не так і для деякого х0 Є X виконується, 
що /?v(xо) < д(хо)· Візьмемо ε Є Q+, таке що /ιν (.τ0) < ε < д (х0). Тоді х0 Є Εε. З іншого 
боку, існує окіл U точки ,т0, такий що h(x) < ε при х Є U. Але х 0  θ·Εε — S£. Тому існує 
,ч Є Sr П U. Тоді h( s )  = д(.ч) > ε, що неможливо. □

Л ем а  5.4. Нехай X метричний простір, G відкрита н ідмножина  X і S σ -  
ди скр етна  п ідмножина  X , така щ о  S  С G \ G. Тоді  і с н у є  с ім ’я  (^ „ )se5nersi відкритих 
н епорожн іх  п і дмножин  G, д л я  я к о ї  викон уються  наступні властивості 

(?) £/* С G при s Є S та η Є Ν;
(і і) д л я  д о в іл ь н о г о  s  Є S виконується ,  щ о  U* —> .ч при  η  —> оо;
(ш ) д л я  д о в і л ь н о ї  м н о ж и н и  T C S  с і м ’я  ([/‘ ) r  ? Ν — д и с к р е т н а  п а  X  \ Т.

ОО

Дов ед ення .  За лемою 5.2 існують відокремні множини 7*., такі що S = (J Нехай
fc=l

множини 1\. є Зг^.-відокремні, причому не буде обмеженням вважати, що < 1 і ε/,. | 0. 
k

Покладемо Sk = U Tj. Зараз ми індукцією по к визначимо сім’ї (U^)teT n6N відкритих
і=і - А -

непорожніх множин так, щоб виконувались наступні властивості:

Щ с  G n B(t ,  при t Є Тк і η Є N; (1)

сім’я ( Щ ) ве5кіПЄМ -  дпз’юнктна. (2 )

Припустимо, що для деякого А: Є N при j  < к уже визначені сім’ї (Ufy т п&щ так, що 
виконуються властивості аналогічні до (1) та (2). Візьмемо t Є Тк і побудуємо множини 
(7/(. Оскільки відокремні множини є замкненими, то множина і також є замкненою. 
Тоді існує ε > 0, для якого B(t ,  2ε) П Sk- 1 = 0 . Значить, за рахунок (1), B ( t , ε) П ί/* = 0

при ,ч Є Sk- i  і — < ε, а д ж е  ε ,  < 1. В р ах ув авш и , що с ім ’ї ( Β ( ί , ε Α )  ,,, — ди скр етн і при
ΎΧ J ^ С  J  j

j  < к  і використавш и (1) м а ти м е м о , що с ім ’я (U* ) t&Sk п<1 — л о к а л ь н о  скінченна. Т ом у

ОО ____________
β ( ί . ε )η  U  ( J и, ‘ С U  1J  i/,t= ( J  υ ΐ ζ ς ο ? »

η= 1  sGSk-ι  ri<- n<-

Отже, множина U — X \ U u U* є  околом точки e. Тому для множини II = G n U
s e S k -  1 n = l

матимемо, що t Є Н. Залишилось, індукцією по η  побудувати послідовність відкритих 
непорожніх множин U'n так, щоб C//t С Η Г) B ( t , ^ )  і послідовність ( U^ ) ^  була би 
диз’юнктною.

Доведемо, що побудована сім’я (ί/*) є шуканою. По-перше, з властивостей (1А.)
випливають властивості (г) та (гг). Перевіримо (гіг). Візьмемо T С S і точку х Є X \ Т. 
Зуважимо, що з властивостей (2к) випливає, що сім’я ( Û  ) іЄГп£П ~~ дпз’юнктна. Тому 
достатньо перевірити локальну скінченність сім’ї (U^) TneN в точці х. Для цього ві­
зьмемо таке ε > 0, що В(х, 2є )  ПТ = 0 . Тоді за рахунок (1) матимемо, що при н > - 
виконується, що ^  1 < ε, а тому ULn Π Β( χ , ε )  — 0  нрн t Є Т.  Далі, оскільки і  0,
то існує к у для якого Єк < ε. Тоді Β( χ , ε )  П U,[ — 0  при j  > к і t Є Т  Π Ί). Але сім’ї 
(В (і, Sj)) ІеТ — дискретні. Тому для довільних n T a j сім’я (Un)leT також є дискретною. 
Таким чином, сім’я (і' !,), ГГ м — локально скінченна в точці х. □'  11 t-Є І ,77,ЄМ

Л ем а  5.5. Нехай Р  — д е я к а  о дн о р і д н а  локальна властивість д і й с н о зп ачнпх  функцій ,  
яка  сильн іша  з а  неп ер ер вн і сть ,  X — Р -р е г у л я р н и й  метричний простір, G в і дк ри ­
та п і дмнож ина  X і g  : X —> [0 , -f оо] — така п ап і вп еп ер ер впа  з в е рх у  функц і я ,  що  
Е = suppi/ С G \ G. Тоді  і с н у є  ф ункц і я  f  : X —> R, щ о  luj = g, sup])/' С G і з в у ж е н ­
н я  / \χ\Ε є  Р -ф ункц і єю .

Д ов е д енн я .  Перш за все виберемо h. за лемою 5.3 і покладемо S = sup ph.  Тоді S С_ 
Е С G \ G. Далі побудуємо сім’ю ( ^ ) se5neN за лемою 5.4. Для довільних ,ч Є S і 
η Є N виберемо деяку точку a sn Є ί/*. Оскільки X є P -регулярним, то існує Р-функція 

: X —> R, така що <̂ ((«*)) = 1 і su p p ^  С U;]. Далі, нехай Λ:’ = min{n,h(s )} .  
Покладемо f ( x )  = ^  \snipsn(x), х Є X. Доведемо, що функція / шукана.

лЄ-Ь'.пЄМ
По-перше, supp/ = (J suppφβη С (J U„ C G. Далі, оскільки сім’я ( ^ )  ve5„eN

seS,ne  N s£S,neN
— дискретна поза S  C E, і властивість P є локальною та однорідною, то /|A-w7  є Р- 
функцією. Залишилось довести, що Uj = g. Але /iv = g. Тому досить показати, що 
h  < uif < g. Оскільки Р  сильніша за неперервність, то / — неперервна на X \ Е. Тому 
uj f (x) — 0 = g (x)  = h(x)  при х Є X \ Е. Зафіксуємо х Є Е. Тоді f ( x )  = /А(.г) = 0. Отже, 
c j f (x)  = ,Г(х) .  Тому досить довести, що h(x) < /v (x') < g(x)·

Перевіримо спочаггку нерівність h(x)  < f y (x). Якщо х S , то h(x)  -- 0 < j y (x)·
Нехай тепер х Є S. Тоді, оскільки а* —> х, то

f v (x) = lirn sup/(?/,) > limsup / (a*) = lim Λ* = lini min{n, h(x)} = h(x).
■I I T Π —і rvi ГІ  ̂̂  ЇЬ ^



Доведемо тепер нерівність /v (x) < у(х)· Візьмемо ε > 0. Оскільки д  — напівнепе- 
рервна зверху, то існує такий окіл U точки х, для якого д(и)  < у(х) + ε при и  Є U.
Нехай Т = S \ U. Тоді сім’я т Ν — дискретна в точці х. Але U(n C G $  х при
t Є Т  і п Є N. Тому існує окіл V точки х, такий що V C U і V П = 0  при t Є Т і
п Є N. Тоді при v  Є V матимемо, що

■ f ( v )  < sup A;s' < sup h( s )  < sup h{U) < sup g (U)  < y (x )  +  ε. 
seSrd/.neN sesnu

Тоді / v (x) < s u p f ( V )  < y (x )  + є. Спрямовуючи ε —> 0 , одержимо потрібну нерів­
ність. □

Теорема 4. Нехай Р  та Q — д е я к і  локальні  о д н ор і дн і  властивості д і й с н о зн ачних  ф у н ­
кцій, я к і  сильн іші за  н епер ервн ість ,  X — P -р е г у л я р н и й  метричний простір,  a Y — Q- 
р е г у л я р н п й  метричний простір і g  \ X x Y —» [0, +оо] — така н ап і вн еп ер е р вна  з в е рх у  
функц ія ,  щ о  ї ї  п о с іп  suppy є  h v -н і д е  н е  щільна. Тоді і с н у є  P Q -ф ун кц і я  f  : X x Y —> К,
така що  Uj = g.

Дов ед ення .  Нехай М  — деякий піде не щільний h v -окіл множини E = suppy і G = 
(X х У') \ М. Покладемо Р0  = PQ  А С. За лемою 3.3 добуток X x Y є Р0 -регулярним. 
Застосовуючи лему 5.5 до властивості Р0, функції g  і множиии G, побудуємо функцію 
/ : X х У —> К, таку що ω/ = g , su p p/ C G і /|(xxy)\^ ~  Ро-функЦІя. Доведемо, що / є 
PQ-функцією.

Візьмемо (х, у )  Є А' х  У і покажемо, що f y є Р-фуикцією. Якщо (х, у )  ф Е, то 
звуження / на окіл (X x Y) \ Е точки (х, у)  є  Ро-функцією. Тому звуження f y па 
деякий відкритий окіл точки x є P -функцією. Нехай тепер (х, у )  Є Е. Оскільки М є  
h v -ок оя ом  Е, то існує відкритий окіл U точки х, для якого U x {у} C М. Але f  рівна 
нулю на М . Тому f y рівне нулю на U. Але нульова функція має властивість Р, адже 
Р  — однорідна властивість. Таким чином, для кожного х Є X звуження f y на деякий 
відкритий окіл точки х має властивість Р. Отже, f y є P -функцією, адже Р  — локальна 
властивість. Аналогічно доводимо, що f x має властивість Q. □

Теорема 5. Нехай Р  —д е я к а  локальна о д н о р і д н а  властивість д і й с н о зн ачних  функцій ,  
яка  сильн іша  з а  непер ервні сть,  X — метричний простір,  a Y — P -р е г у л я р н и й  метричний  
простір і g  : X x Y —> [0, +оо] така н ап і вн еп ер ер вна  з в е р х у  функція, ,  щ о  ї ї  н о с ій  suppy  

є  h v -н і д е  н е  щільним. Тоді і с н у є  C Р -ф ун к ц і я  f  : X x Y —>■ R, така щ о  coj = у.

Д овед ення .  Нехай М  — деякий ніде не щільний Λ.ΰ-окіл множини E = suppy і G = 
(A' x Y) \ М. Покладемо Р0 — C P  А С. За лемою 3.3 добуток X x Y є Р0 -регулярним. 
Застосовуючи лему 5.5 до властивості Pq, функції у і множини G, побудуємо функцію 
f  ·. X x Y —> Ш, таку що u j  = у, supp/ C G і /|(ххк)\в ~ Ро-функція. Доведемо, що / є 
СР-функцією.

Візьмемо (х, у )  Є X x Y і покажемо, що f x є P -функцією. Якщо (х, у )  0  Е, то 
звуження / на окіл (A" x Y) \ Е точки (х, у)  є Р0 -функцією. Тому звуження f x на 
деякий відкритий окіл точки у  є P -функцією. Нехай тепер (х, у)  Є Е. Оскільки М  є 
/w-околом Е, то існує відкритий окіл V точки у, для якого {x} x V C М . Але / рівна

нулю на М . Тому f x рівне нулю на V. Але  нульова функція має властивість Р, адже 
Р — однорідна властивість. Таким чином, для кожного х Є X звуження /х на деякий 
відкритий окіл точки у має властивість Р. Отже, f y є P -функцією, адже Р  — локальна 
властивість.

Доведемо, що fy  — неперервне в точці х. Якщо (х ,у) Е,  то u ) f ( x ,y ) = g ( x ,  y ) = 0. 

Отже, / — неперервна в точці (х ,у). А тому f y — неперервне в точці х. Нехай тепер 
(х, у) Є Е. Оскільки М  є h v -околом множини Е, то існує такий окіл U точки х, для 
якого U x {у} C М.  Тоді функція f y рівна нулю на U, а значить, вона неперервна в 
точці х. □
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Herasymchuk V.H., Maslyuchenko O.V. The oscillation of separately locally Lipschitz func­
tions, Carpathian Mathematical Publications, З, 1 (2011), 22-33.

We prove that a function which defined on the product of two metric Baire spaces is the 
oscillation of some separately locally Lipschitz function if and only if it is an upper semi- 
continuous non-negative function which has a crosswise nowhere dense closure of its support.
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Доказано, что функция, которая определена на нроизведении двух бзровских метриче- 
ских пространств, является колебанием некоторой раздельно локально липшицевой функ­
ции тогда и только тогда, когда она неотрицательна полунепрерьівна сверху и замьїкание 
ее носителя накрест нигде не илотно.
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Г ІЛ Ь Б Е Р Т О В І П РО С Т О РИ  С И М Е Т РИ Ч Н И Х  А Н А Л ІТ И Ч Н И Х
Ф УН К Ц ІЙ  НА /,

Голубчак О.М. Гільбертові простори, симетричних аналітичних функцій на 1\ // Кар­
патські математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 34-39.

В роботі розглянуто поповнення простору симетричних поліномів на 1\ відносно деякої  
гільбертової норми і досліджено умови, при яких отриманий простір буде простором ана­
літичних функцій на Розглянуто зв’язок з абстрактними просторами Фока.

В с т у п

Нехай X  — лін ійний нормований простір з безум овн и м  базисом н ад  полем К.  Фун-
ОО ОО

кція ./' : АА —> К  називається симетричною, якщо / (  У ]  Xk^k) = / (  ^  жА.е<т(*;)) для
к= 1 к=\

довільної підстановки σ  на деякій скінченній підмножині натуральних чисел Ν.
Функція Р  : X —> К  називається поліномом степеня п,  якщо Р  = Pq + P\ + ... + Рп, де 

[\(х)  - 13к(х ,х , .....г) і Вь є /е-лінійною формою В^ : X х X х ··· х X —> К  для кожного 
1  < k < п. При цьому Р0 = const і Рп ф 0.

Розглянемо простір І\ абсолютно сумовних послідовностей над полем комплексних
чисел С: їх = {(.Хь.г'2 , ...)| ΣΤ=ι \x'k\ < °°}·

Простір симетричних поліномів на І\ позначимо Ps (f.і). Відомо, що поліноми
ОО

р к{х) = Σ χΙί  
і= 1

утворюють алгебраїчний базис в PS{1\). Також відомо, що поліноми вигляду Р\ = Рд, ■ 
Ρχ2 ■... ■ PXm утворюють лінійний базис в Ря( і і), де Р\к{х) = ·τ ^ ι  А = (Аі, λ 2, ···, Am) 
-- деяке розбиття натурального числа п, тобто А і + λ 2 + ... + Ат  = п.

Симетричні аналітичні функції від нескінченної кількості змінних досліджувались 
в роботах [3, 4, 5]. У цій роботі ми розглядаємо гільбертові простори, породжені симет­
ричними поліномами на ί\. і встановлюємо умови, при яких елементи цих просторів

2000 Mathematics Subject Classification: 46J 15, 46J20, 46E15.
Ключові слова і фрази: симетричні аналітичні функції на банахових просторах, гільбертові простори 
аналітичних функцій.

© Г о л у б ч а к  О .М , 2011

будуть аналітичними функціями у деякій області Ω С І\. У першому розділі доведено 
загальний результат, який оцінює радіус кулі в t\, що міститься в Ω. У другому розділі 
показано, що Ω, в загальному випадку, не збігається з цією кулею, і побудовано Ω для 
одного конкретного випадку, використовуючи абстрактні простори Фока.

Розглянемо па Ps {i\) деякий скалярний добуток (Р\. Ρμ) = 1)χμ0χμ , де δλμ — символ 
Кронекера, b\\ = Ь\ > 0. Даний скалярний добуток породжує норму

ΙΙ-ΡλΙΙ = л/{Рх,Рх) = \ДІ·

Поповнення простору PS(Cі) відносно даної норми позначимо ]IS(C (). В цій роботі 
досліджуються умови на Ь\, при яких простір Hs (i\) є простором аналітичних функцій 
в деякій області ί\.

На просторі Ps {t\) також можна визначити норму

ІИІнир = sup |Р(х)|.
І|х||<і

Легко бачити, ЩО ||Pa||sup = 1·

1 П р о с т і р  а н а л і т и ч н и х  ф у н к ц і й

Очевидно, що значення в точці х Є ί\ породжує функціонал дх : Р  >--> Р{х). Р Є 

Ps ( i і). Ми розглянемо питання: нри яких х функціонал дх буде неперервним?
Припустимо, що для деякого X Є Є], δχ — неперервний. Тоді його можна продовжити 

за неперервністю до лінійного функціонала на //,.(/-і). За теоремою Pica існує елемент 
Rx Є Hs (£і), такий що

δχ (Ρ)  = Р(х)  = ( Р Р Х).

Знайдемо цей елемент.
α „ Ώ ■ . Р\ Р\ гЯкіцо такий елемент Их існує та оскільки = —=  — ортомормоваиии базис в

І о  II ν^λ

я г = Т - % Щ І  = Т ^ р ^ ) · (1)
А ν -Λ ν -Λ λ

Отже, Rx є визначеним для тих елементів ж, для яких ряд (1) збігається в Hs{(-1 ). 
Знайдемо область збіжності даного ряду.

їй ,~  І Σ і)хΡλ^· н, - Σ IIΣ  ьх Рх^
Рх

X ' п— \ |А|=п

<
//,

Рх
Σ Σ | ^ , ΐ № Σ Σ ^
п= 1 ІАІ= ?г А п=1  |A|=n V  Λ



γ - '  H-PaIUupIÎ Ĥ  _  11л;11?ι

h i  Ih n  ^  n=l |λ|=η ^
Позначимо через p (n )  — кількість розбиттів А натурального числа п. Нехай

dn = max —f = . (2 )
|λ|=η sjb\

і  ОДІ
ОО

ІІ^гІІя., — ^  j р{п )^п II д' -11 ̂  1 ·
п =  1

Використовуючи формулу Коші-Адамара та відому асимптотику для р(п) ,  можна 
оцінити радіус збіжності ряду:

1 1
r  >  ------------------------------г  = -----------------у

lim sup[ρ{η)άη )η lim sup dn
η —>0О п —>оо

Таким чииом, ми довели наступну теорему.

Теорема 1. Простір IIs (f.і) є  простором аналітичних функц ій  в  кулі з  центром в пулі  
рад і у са

1
r  = -------- 1

lim sup dn
n —>oo

в І і, д е  константи dn визначаються  формулою  (2).

З теореми 1 маємо, що коли ||Ра||я, > 1 Для довільного розбиття А, то Hs ((!і) є 
простором аналітичних функцій на одиничній кулі в ί\.

2 З в ’я з о к  З АБСТРАКТНИМИ ПРОСТОРАМИ ФОКА

Зауважимо, що в деяких випадках можна зробити точнішу оцінку для області збіж­
ності ряду (1). Нам потрібні будуть деякі відомі результати стосовно абстрактних прос­
торів Фока. Нехай Е — гільбертів простір з ортопормоваппм базисом (е„). Скажемо, що 
гільбертів простір J 7 = F( E)  з  нормою У · II, є (а б страктним)  симетричним, про стором  
Фока над  про стором  Е , якщо вектори 1, утворюють ортогональний
базис в J де η = j (λ;) j = к\ + · · · + кп Є N, kj > 0, і\ < ■ ■ ■ < іП?

/сі
1  --------------- ^

є  симетричним тензорним добутком векторів.
Покладемо СЦ> : = є (к)С\г]

-2
і с0  = 1. Розглянемо степеневий ряд

V

ОО

»(*>- Σ (3)
---- і к п = 0 ίι< ···< ί„  |(fc)|=0 [t]

ОО

д л я  б удь-як ого  х = ХіЄі Є Е.
г= 1

Наступну теорему доведено в [2].

Теорема 2 . Припустимо, щ о  і с н у є  константа S > 0 і по сл ідовн і сть додатних чисел  
(М„), така щ о  д л я  к ож н о г о  n  lim sup \/Mn = Μ  < οο і

0  < r m  -  r k' < S M * {kl + ' "  + K ) '· -  c - ^ 2 >l! (41
0 < r M " " " k , \ . . . k n \ - b M ' k y \ . . . k . \ '  (4)

д е  n  = k\ 4.......+ kn . Тоді

(i) р я д  (3) зб і га ється  д л я  к ож н о г о  x Є Ε , ||χ·|| < 1 /М і г/ є  аналітичним в і д о браж енням  
па кулі 13(0, 1 /M) C  Е з  центром в нулі р а д і у с а  1 /М зі  з н ач енням  в Т\

(ii) д л я  к ож н о г о  ψ  Є Т  в і д о б р а ж ен н я  βψ(χ)  = ( η ( χ )  \ φ)  є  аналітичною ф ункц і єю  па 
В ( 0, 1 /M) С Е\

(iii) ф ункц і я  ( η ( χ )  є  п - о д н о р і д н н м  поліномом І ( ї і (х)  е ^ )  = . . .  х*\

Т вер дж ен н я  2.1. В ід о б р а ж ен н я

ξ :  Р\ t—> е\г . . .  е\т, А = (А], . . . ,  Ат )

з а д а є  і з ометричний і зоморфізм про стору  НЯ(І\) на абстрактний симетричний простір 
Фока Т  = Т(Е) ,  д л я  я к о г о  константи Сщ1 з  формули (3) ви значаються  рівністю  = 
\\Р  ̂ . . .  Р к" ||“2. Із оморфізм ξ є  мультнплікативним на п ідпростор і поліномів  у  Hs ((\).

Доведення цього твердження безпосередньо випливає з означень. Зауважимо, що 
замкнена лінійна оболонка { Ρη , η  Є Ν} є прообразом простору Е при відображенні ξ. 

Позначимо Ω — область в 1\

Ω = {х Є ( і : |Р„(.ї)|<1, п Є Щ .

Легко бачити, що П містить відкриту одиничну кулю простору і] як власну підмножпну.

Т вер дж ен н я  2.2. Множина  Ω є  н е о бм еж ен ою  і в і дкритою п ідм пож нпою  в ί\. Крім 
того, д л я  к ож н о г о  х Є ІІ Σ  \Рп (х)\ < оо.

Д ов е д енн я .  Покажемо, що існує необмежена послідовність в ί\, яка належить Ω. Роз­
глянемо числову послідовність

ї „  =  ( - і ) ” Ьπ 2 η
Нехай (% „)) — послідовність з і\. така що Z(m) =  (х\, х 2, . . . .  хт . 0. 0 , .. .).

Оскільки Pn(Z(m)) < 1 Vn, m, ТО Z(rn) Є Ω. З ІНШОГО боку, очевидно, ЩО ||2 (Ш)|| —> ОО 

при т. —> оо. Отже, Ω є необмеженою множиною.
Зауважимо, що коли x = ^ Xk?k Є Ω, то \хк\ < 1  для кожного к. Тобто Ω лежить у 

відкритій підмножині
Ю>і =  {х Є : V/i' Є N (х/сі < 1} .



Розглянемо відображення Ф(ж) = (Р\(х) ........Р„(х),. . . ) .  У роботі |4] показано, ідо Ф
— неперервне відображення і Ф : В] —> ί\. Тому ]С|Рп(‘Т)| < 0 0 ·  ̂ іншого боку, Ω є 
прообразом відкритої множний ©і при відображенні Ф. Тому Ω — відкрита шдмио-

□жина.
" Лк)Розглянемо абстрактний простір Фока Т  з нормою еії — 1. Згідно формули (3),i J η

цій нормі відповідає відображення η:

(*)_(*)
. ;іі ίιΐ

t= l к = 0 |(Α.·)|=0 [і]

де у, ,-■= (у, Сі) — координати вектора у  Є і. В роботі [1] показано, що η є аналітичним 
відображенням з ІГї2 D  ID)·, в J - , де

р 2 =  {х· е  (і2 : Vfc Є N \хк\ < 1}

Є відкритою ПІДМНОЖ ИНОЮ  В ί<ι·

Оскільки відображення ξ  є ізометричним ізоморфізмом з З Д )  в J 7, то ξ (Ρ χ) Є Τ' 
для кожного х Є £і, 11 :г 11 < 1. Покажемо, що елемент Rx коректно визначений для всіх 
х Є Ω. Для цього достатньо показати, що ξ (Ρ χ) Є Т  при х Є Ω. З формули (1) маємо

HR, . )  = ρ λ μ )  = Σ ε λ ^ Μ ·  (5)
λ λ

Оскільки \Рп{х)\ < 1 і ряд X ]\Рп{х)\ збігається для кожного х Є Ω. то
ос сю оо ,

Σ \РЛ*)\2 -  Π Σ Ι ^ ^ 1 к = П  і  _  |Рг(.г-)|2'
А г = 1 /о=0 і=1  1 u ' ' 1

З іншого боку,
ОО н сс оо ОО

і»(П п ї ї ш ) = - "’По - wwn £ - Σ(-ι̂ (-)Γ) - Σ №>iJ-
1 І 7 А Х Л i = l  1=1 i = l

Тому

іії(л̂)іГ = Σ iPjWi2 s “р (Σ іямі2) <
λ t=l

Отже, ξ(Ρχ.) Є І ,  тобто Rx Є Hs (i\) для всіх х Є Ω. Таким чином, ми довели наступну 
теорему.

Теорема 3. Нехай ||Ρλ|| = 1 д л я  д о в іл ь н о г о  розбиття А. Тоді Hs {t\) є  про стором аналі­
тичних функц ій  па  Ω. При цьому

Р(.г) = (Ρ ,Ρ ,)  = (ξ (Ρ ) ,ξ (Ρ χ)), ΧΕΩ, F  Є Hs {i\).

Зауважимо, що коли х ^ Ω, то для деякого m  |Pm(x)| > 1· Тоді У формулі (5) ряд 
буде містити розбіжний доданок e km(P.rn(x))k. Тому Rx не буде коректно визначеним. 
Отже, область Ω у теоремі 3 не може бути розширеною.
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Дубей М.В.. Загородшок А.В. Лінеаризація ліпшицево-поліноміальних т а  ліпшицево- 
аналітичних відображень // Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 
-10-18.

У статті введено поняття ліпіницево-поліноміальних та ліпшицево-аналітичних функ­
цій, аналоги тензорного та симетричного тензорного добутку метричних просторів. Вико­
ристовуючи аналоги тензорного добутку метричних просторів та процес лінеаризації ана­
літичних функцій, здійснено глобальну лінеаризацію ліпшицево-поліноміальних та ліпши­
цево-аналітичних відображень.

В с т у п

Нехай X — непорожній метричний простір, зафіксуємо у ньому деяку точку 0Х. 
Такий метричний простір називається про стором  з  в і дм іч еною  точкою.  Нагадаємо, що 
відображення / між метричними просторами X та Υ  називається лгпіи,ицєвим, якщо 
існує стала Lf така, що для довільних елементів х\, х2 Є X справедлива нерівність 
Pv{f{xi ) ,  f{x2)) < LfPx(x i , ж2), де найменша з можливих сталих Lj  називається сталою 
Ліпшица. Простір усіх ліпшицевих відображень з метричного простору X з відміченою 
точкою 0Х у метричний простір Y з відміченою точкою θν , які переводять θχ в 01п 
позначається Lipn(X. V'). У випадку, коли Y є лінійним простором, ми завжди вважа­
тимемо, що Оу = 0 . Загальна теорія ліпшицевих відображень викладена у монографіях
Н. Вівера [11], І. Беніаміні, Ж. Лінденштрауса [4]. У роботі В. Постова [10] доведено, що 
для довільного метричного простору X з відміченою точкою Θх існує єдиний (з точністю 
до ізометричного ізоморфізму) банахів простір В ( Х ) такий, що метричний простір X 
вкладається у банахів простір В(Х)  і кожне відображення /(;х) Є Lip 0 (AA, Е) може 
бути продовжене до лінійного оператора f ( x )  : В(Х)  —> Е для довільного нормованого 
простору Е, причому D/ll = Lf.  Позначимо через spanA лінійну оболонку простору
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А', а елементи з лінійної оболонки через х. За побудовою, елементи вигляду ]Г ^kXk є
А=1

щільними у просторі В(X) .  Простір В(X)  називається вільним, банаховим простором.  
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нахів простір.
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Деякий клас Τ ( Χ , Υ )  нелінійних відображень з А в Υ  д о п у с к а є  глобальну  л інеари ­
з а ц ію , якщо існує лінійний простір W( X)  та ін’єктивне відображення UjF(xy) : X —> 
W(X)  таке, що для довільного F  Є Т(Х,  Y)  існує лінійний оператор LF Є C(W(X) .  У). 
для яких наступна діаграма є комутативною.

A - A  Y

Μχ(χ , γ )  і  /* L f ^

W{X)
Відображення U ^ x y )  при цьому називається канон ічним в і д о б р аж ен н я м  у даній лі- 
пеаризаціїї.

Вільний банахів простір В( Х)  та відображення v  : X —> В(Х) ,  и(х) = х задак/гь 
лінеаризацію нелінійних функцій з класу Lip 0 (X, Е).  Лінеаризацію лігшпщевих фун­
кцій досліджували Д. Райков |2|, Р. Аренс та Ж. Ілс [3j, Ж. Флуд 17], Ж. Годеф])уа,
Н. Калтон [8 ] та інші. В роботі [6 ] автори досліджують властивості вільних банаховпх 
просторів.

Добре відомо, що иоліноміальні та деякі класи аналітичних відображень баиахо- 
вого простору допускають глобальну лінеаризацію, з використанням тензорних добу­
тків та їх тонологічннх сум. Метою цієї роботи є поєднання техніки вільних банаховпх 
просторів та тензорних добутків для лінеаризації і дослідження широкого класу відо­
бражень на метричних просторах, які в роботі названо ліпшицєво-поліноміальпими та 
ліпшицево-аналітичними.

У першому розділі досліджено аналоги тензорних добутків метричних просторів і 
введено ліпшицево-поліноміальні відображення.

У другому розділі розглянуто широкий клас аналітичних відображень па комплек­
сних банаховпх просторах, який допускає глобальну лінеаризацію, і застосовано його 
для дослідження ліпшицево-аналітичних відображень.

1 Т е н з о р н і  д о б у т к и  м е т р и ч н и х  п р о с т о р і в  

Нехай X, Y -  метричні простори. Побудуємо множину

Ω,γ = {x — x І х, х' Є X, х ф x'} U θχ c  В(X) ,

аналогічно можна побудувати множину ί ϊ γ .  Розглянемо лінійний простір Σ формальних
сум Σ  Аі(хі, ?/і), де (хі-Уі) Є і їх х Ω>·. Очевидно, що множина елементів

І

Σο = Y^~kixk-0y)  + ^ 2 p j{ 0 x, y j )  
k j

є лінійним підгіростором Σ.
Розглянемо фактор-простір Σ = Σ/Σο· Позначимо клас еквівалентності елемента 

(х, у)  через хоу .  Тензорним добутком метричних просторів X, Υ  називатимемо множину 
X о  Y = {х о у  І х є  Ωχ. у  Є Ω/}. Для кожного елемента ω Є Σ визначимо норму



де інфімум береться по всіх зображеннях елемента ω у такому вигляді:

ω = щ )  о  { щ - -υ[) (3)
к.

де щ .  и.[ Є X ,v k.v'k Є Y. У статті [1] доведено наступне твердження.

Т вер дж ен н я  1.1. П оповн ення  про стору  Σ в і д н о с н о  норми (2) і зометрично і з ом орф н е  
проективному тен зорному  д о б ут к у  Β(Χ)(£)πΒ ( Υ )  банахових про стор ів  В{X) та В{У).

Зокрема, з цієї теореми випливає, що Х о Υ  вкладається в Β{Χ)<&πΒ{Υ) .  Проективна
тензорна норма простору Β( Χ) ®πΒ ( Υ )  індукує метрику на А” о У, яка має вигляд

р{{хі -  А) о  (ї/і -  у'і ), іх2 -  4 )  ° (У2  - у ' 2)) =
\\(хі~ х[) <> ІУі~ у[)  -  (Х2  - 4 ) о ( у з  -У2}\\ = (4)

II(х-і -  х\) ї ї  (т/1 — 2/і) — ( : г 2 -  4 )  ® (у2 -  2/2 ) Іітг- 

Таким чином, А" оУ' є метричним простором з відміченою ТОЧКОЮ  Οχ ο θ γ .
Нехай Ζ — метричний простір з відміченою точкою θζ . Побудуємо тензорний добуток 

(X о Υ )  о  Ζ. Лінійний простір формальних сум запишеться у такому вигляді:

Σ = ^  A j (,т.; о y u Zi),
І

де (.»·,· о у,. Zi) Є ΩχοΥ X Ωχ, і Ω/ = {z -  z!\z, z' Є Ζ,ζ  φ  ζ'} υ  θζ . а множина ΩΧοΥ має 
наступне зображення

Ω.γ<>ν = {х о  У -  х' о  i/ І х о У·, х' о  у' Є X о  Y} U 0Х о  0У С  В(X  о  Υ ) ,

де х о  у  та Xі о у' не належать до одного класу еквівалентності.
Покладемо у відповідність елементу з простору (X о  Υ )  х Ζ елемент з простору 

X х Υ  х Ζ за таким правилом:

( х і  ^  У і і  —  ( ( х і , У і ) “Ь { θ χ , у  і ) -f- (х%, О у ) ,  Z i )  (.Xj, у  і , <-і ) +  ( θ χ ,  У і і  4,г) +  (.Tj, О у , ) · (5 )

Тоді Σ = Σ  Aj((.Tj. у  і, ~і) + (хі, б», Zi) + (0Я, у  і - Zi)). Підпростір Σ0  у цьому випадку матиме
І

вигляд Σ0  = Σ  otk{xk о y k. 0.) + Y2Pj{0x o 0 y ,Zj). Враховуючи (5), отримаємо, що 
A- j

Σο = a k{(Xk, Vk) + (Xb 0y ) + [θχ, y k), 0Z)) + ^  Pj(Ox. 0y , Z j )  = 
k ]

^ a k{(xk, y k,6z) + (xk',dy ,Oz) + (0x, y k)0z)) + γ /β, (0χ, θν , ζ, ) .
k J

Розглянемо фактор-простір Σ = Σ/Σ0. Аналогічно, як у випадку двох просторів, 
клас еквівалентності елемента ((ж, у),  ζ) позначимо через ( x o y ) o z .  Тензорним добутком 
(X о  Υ )  о  Z метричного простору X о  Y та метричного простору Z назвемо множину 
класів еквівалентності (то  у) о  z, тобто

(АГ ο Υ )  о  Z =  {(х о у)  о  ζ \х о у  Є Ωχ0γ, ζ Є Ζ}.

Аналогічно можна побудувати тензорний добуток

X о (У' о Ζ) = {х о  [у о  ζ)\χ Є X, у  о  ζ Є ΩΥοΖ}·

Т вер дж ен н я  1.2. Простори  (X о  Υ )  о Ζ та X о ( Υ  о  Ζ) є  і зометрично і зоморфними.

Дов ед ення .  Побудуємо відображення І : ( xo y ) o z  Н> xo( y oz ) ,  яке кожному класу ( xoy ) oz  
ставить у відповідність клас х о ( у  о  z). Запишемо метрику простору (X о  Υ )  о  Z:

Р((ті о г/ι) о z i , ( x2 o y 2) o z 2) = ||(хі о  у г ) о  ζ λ -  (х2 о  у 2) о  ζ2\\ =

||(х, 0  У\) ї ї  Її -  (х 2 ЇЇ у 2) ЇЇ 2 2||π = ||жі 0  Уі ЇЇ ~1 -  Хо ЇЇ у 2 ї ї  -~2 11 тг ·

Метрика простору X о  ( Υ  о  Ζ) матиме такий вигляд:

р {:Ті О (уі О Ζι), Х2 О (]J2 О Z2)) = ||.Т! О (уі  О Z'l) -  Х2 О {У2 О Z2)\\ =

\\х\ ЇЇ {у і ЇЇ ї ї )  -  Х2 ЇЇ {у2 ї ї  Z2) 11 тг =  ||Т] 0  У\ ї ї  Z\ -  Х2 ЇЇ у 2 ЇЇ ~2 117г ·

Очевидно, що / є бієктивним ізометричним відображенням, тому простори (X о  Y) о  Z 
та X о  ( Υ  о  Z) є ізометрично ізоморфними. □

Таким чином, ми можемо побудувати тензорний добуток трьох метричних просторів 
двома способами, і ці множини співпадуть з точністю до ізометричного ізоморфізму. 
Позначимо його X о  Υ  о  Z . Зауважимо, що тензорний добуток X о  Υ  о Z вкладається у 
простір Β(Χ)^>πΒ(Υ)<^>πΒ(Ζ )  і проективна тензорна норма індукує метрику на Χ ο Υ ο Ζ .

Тензорний добуток трьох метричних просторів також буде метричним простором з 
відміченою ТОЧКОЮ  0Х О Оу о  θζ .

Аналогічно, за індукцією, якщо ми побудували тензорний добуток η — 1 метричного 
простору, то n-тий тензорний добуток метричних просторів можна ввести як тензорний
добуток простору Хн та тензорного добутку метричних просторів Хі , де і = 1 ,2 ......» -  1,
тобто А і оХоО-  ■ · о  X n _ j о  Хп = (А"і о Х 2о -  ■ ■ о  Хп_х) о  Хп або А, о Х 2о -  ■ · ο Χ η ..{ оХ„ ■= 
X і о (Х2 о  ■■■ о  Хп-\ о Хп). Тензорний добуток η  метричних просторів вкладається у 
ї ї ^В(Хі )  — В{ Х\ о  Х2 о  ■ ■ ■ о  Хп), де і = 1, 2,..., η  і проективна тензорна норма індукує 
метрику па X] О Х2 О ■ ■ ■ О Хп-\ о Хп, тому тензорний добуток η  метричних просторів 
також буде метричним простором з відміченою точкою 0Х] о 0Х} о  ■ ■ ■ о  0Хп.

Для метричного простору А” можна ввести поняття симетричного тензорного добут­
ку. Симетричним тензорним добутком назвемо таку множину

A o s X = {х'і ой х21х’іі х2 Є Ωχ},

ДС
Τι О Х2  + Х' 2  о Хі 

хі °.s х' 2  := ----------2 ---------- '

Зауважимо, що X o s X С Хо Х.  Аналогічно можна будувати 7 /,-тпй симетричний Ί-еизор- 
ний степінь о”Х метричного простору X . Очевидно, що при цьому В(о™Х) = Їїь πΒ ( X).  
Тому В'{o ns X) = С{ПВ{Х))  — простір всіх η-лінійних симетричних відображень на 
В{ X).  Будемо позначати х о  х о · · · о т через х°'\ а х ® х ї ї  ■ ■ ■ ї ї  х — через .г:<ІП. В ідо-^ 4  ^Π η
мо [5], що па ї ї 8 πΒ ( Χ)  існує норма, еквівалентна до норми, індукованої з ї їДЗ(А), і 
така, що для кожного u Є В( Х)

||-u®n|| = sup{|P(u)|F є V(nB(X) ) ,  ||Р|| < 1},



де V{nB(X) )  — банахів простір //-однорідних неперервних поліномів на В(Х) .  Звуженим 
цієї норми на о"АГ породжує метрику, яка буде ліпшицево еквівалентною до метрики, 
індукованої з о пя Х.  Нагадаємо, що метрика ρ λ є ліпшицево еквівалентною до метрики 
р 2, якщо існують сталі с і > 0 , с 2 > 0 , такі що

<'2(>2 {-Гі , -Га) < Р\ {*1 , .т2) < с\р.і\Х\, т2)

для всіх елементів .ті,.х2 метричного простору X.
Нехай X, Y — метричні простори, позначимо через P(nX, Y)  множину відображень 

з λ ' в Υ  таких, що для довільного відображення F  Є Ρ(ηΧ  Υ )  існує п-однорідний 
неперервний поліном Рр  Є V{nB{X) , B(Y) ) ,  для якого Рр{х) = Е(х) для довільного 
х Є А'. Елементи класу Р(”Х, Y)  будемо називати п -о днор і дними  л іпшицево -пол іпо -  
мшльиими  в і д о б р аж ен н ям и  з простору X у простір Y.

Т вер дж ен н я  1.3. Д ля  к ож н о г о  F  Є Ρ ( 'Ά . V) і с н у є л і п іш щ с в е  в і д о б р аж ен н я  Ф/. (о”X. Y).
та к е  щ о

<bF(x°*) = F {x) і ЬФр = \\Р\\.

Дов ед ення .  Нехай Рр — η-однорідний поліном з В(Х)  в B ( Y ), який відповідає відобра­
женню F.  Цьому поліному відповідає лінійний оператор

Рр  : ®Ι πΒ(Χ)  ->· В( Г ) ,  

такий що Рр(х®п) = Рр(х) .
Оскільки &>"’ПВ ( Х ) = В ( о"пХ), то лінійному оператору Рр  відповідає ліпішщсве

відображення Фр  : о"А -> В(У) ,  таке що Ф,,(.т0'1) = PF(x) = Е(х) . Образ F(x)  міститься 
в Y . тому F(x)  СІ υγ(Υ)\ де иу  : у  і-> у  -  ізометричне вкладення. Покладемо

Фр  = ν γ λ о Фр,  

цс і буде шуканим відображенням, крім того,

іфР =  =  ||Рр|| =  II-РЦ ■

□
З твердження 1.3 випливає, що Р(?1 А ,У ) є банаховим простором, ізоморфним до 

простору Ρ ( ηΒ(Χ) ,  Β ( Υ ) )  η-однорідних поліномів з В( Х)  в Β( Υ ) .
Нехай л — деяка тензорна норма на В(Х) .  Тоді ®S JtB( X)  C ®s y B(X) .  Тому простір 

лінійних неперервних операторів з ®^у В( Х)  в довільний банахів простір Е є природно 
ізоморфний до деякого иідпростору //-однорідних поліномів у Р ( НВ(Х) .  Е).

Розглянемо випадок, коли Y = Е — лінійний метричний простір. Тоді можна визна­
чити неперервне поліноміальне відображення Р  Є P ( nB(X) ,  Е).  Позначимо через Іі0

ОО

відображення, яке кожному елементу 2  Є span E, z — Σ  akx± ставить у відповідність
к = іТІ

елемент h0(z) = Σ  akxk Є Е. У [6 ] показано, що коли Е — банахів простір, то /?.0  — 
к —І

лінійний обмежений оператор, який можна продовжити за лінійністю і неперервністю 
до оператора h : В(Е)  -> Е, причому \\h\\ = 1 і відображення x h(x)  є ліпшицевою 
ретракцією з В(Е)  в Е_ С В(Е) .

Теорема 1 . Нехай Е лін ійний  метричний простір, такий щ о  в і д о б р аж ен н я

h : В{Е) -> Е

коректно в и зн а ч е н е  і є  лінійним н еп ер ер вним  оператором. Тоді  д л я  к ож н о г о

F  Є P(nX, Е)

і с н у є  поліном Р  Є ν ( η Β ( Χ ) ,  Е) такий, щ о  Р(х)  = Е(х) д л я  вс іх х Є X . І навпаки , я к щ о  
Р  Є V(nB{X),  Е), то Р(х)  Є Р(“Х, Е).

Д ов е д енн я .  Нехай F  Є Р (ІІХ, Е)  , тоді Рр  Є V(nB(X) ,  В(Е) ) .  Визначимо відображення 
Р — h о Рр,  тоді Р(х)  = h ( PF(x)) = h(F(x) )  = F(x) .

Навпаки, нехай Р  Є V(nB(X) ,  Е). Поліному Р  відповідає ліпшицево відображення 
Ф : o'slA -> Е з ліпшицевою константою ЬФ = ||Р||. Тому відображення ф : о'!А' —> 
В(Е) ,  ψ( η )  = Ф(u),  буде ліпшицевим і і ф = Ьф = ||Р||. Відображенню ф відпові­
дає //-однорідний неперервний поліном, який ми позначимо Рр,  Рр : В ( X)  —> В ( Е ), 
Ρρ{ζ) = 'ψ(ζ0") для довільного с Є В(Х) .  Тоді Рр(х)  = Р(х)  і F(x)  = h (P(x) )  = Р(х)  Є 

Р("А ,Е) .  □

Н асл ідок  1 . 1 . В умовах  теореми в і д о б р а ж ен н я  Р(х)  і-» Р(х)  є  і зоморфізмом банаховпх  
простор ів V(nB ( X),  Е) та Ρ(ηΧ, Е).

2  Л і н е а р и з а ц і я  а н а л і т и ч н и х  т а  л і п ш и ц е в о - а н а л і т и ч н и х  ф у н к ц і й

Простір всіх аналітичних відображень на відкритій множині U  зі значеннями у бана- 
ховому просторі Υ  будемо позначати через H (U , Υ) .  Аналітичні функції 'гакож допуска­
ють лінеаризацію з використанням тензорного добутку. Відомості з теорії аналітичних 
функцій на банаховпх просторах можна знайти у |5|.

ОО

Нехай ξ( ζ)  = Σ  c nzn — деяка аналітична функція однієї комплексної змінної в
п=0

околі нуля радіуса р0  = -----------г- Нехай X — комплексний банахів простір, п-limsup|cn|̂
тий симетричний тензорний степінь простору А, поповнений відносно деякої тензорної

оо
норми 7 _ Позначимо через Е^(х) формальний ряд ^  с пх®п . Нехай Т ПГ) = J-ar ,(X) -

п =0
оо ос

простір ЧХ скінченних прямих сум Θ  ЧХ. поповнений відносно деякої
п= 0  /1 = 0норми о.

Нагадаємо означення радіуса рівномірної збіжності та радіуса обмеженості аналі­
тичної функції [5]. Нехай / Є H(U, У'), де U  — відкрита підмножина в X і х Є U. Рад іу с  
р ів н ом ірн о ї з б і о і с н о ст і  g x( f )  функції / в точці х визначається як супремум тих А, А Є С. 
що x + А В  C U і ряд Тейлора функції / в околі точки х збігається до / рівномірно па 
множині х + А В, д е  В  — одинична куля в А. Рад і у с  о б м е ж е н о с т і  / в точці х визнача­
ється як  супремум тих А, А Є С, що / є обмеженою функцією на множині х + ХВ. Відомо
[5], що радіус рівномірної збіжності аналітичної функції дорівнює радіусу обмеженості.

Т вер дж ен н я  2.1. Εξ є  аналітичним в і д о б р аж енн ям  з  в ідкритої  кулі ВIHj[̂  в X з  ц ен ­
тром в пул і р а д і у с а  μ0 в  Ρ αΛ тоді є  о бмеженим на кулі б у д ь - я к о г о  м енш о г о  р а д і у с у  
з  центром в нулі.



Дов ед енн я .  Розглянемо п -ту однорідну компоненту відображення F?:
р  = с  х®п
1 ξ,Π

Відомо 15], що радіус рівномірної збіжності в нулі (дорівнює радіусу обмеженості в пулі) 
функції. F̂  можна знайти за формулою:

1  1

£>о(Fξ)  = — і  — і . і  “  Ро-
lim sup Hinniiп ljm  SUP lcn|"

Тому Fc буде аналітичною функцією в околі нуля радіуса ро- ^

Зауважимо, що для кожного лінійного неперервного функціоналу φ  Є Τ'α Ί компо­
зиція ψ ο  Ρξ буде аналітичною функцією обмеженого типу в кулі В Ро^). Позначимо Φξ = 
[φ  о F-\ ·. φ Є Т'п Ί}. Тоді при заданих ξ , α , -y пара F^.Tan  задає лінеаризацію функцій з 
класу Фс на ΒΜξ) . Аналогічно, якщо А — лінійний оператор з в деякий нормований 
простір У, то А о Ft буде аналітичним відображенням з Βμο{ξ) в Υ. Відображення F̂  
будемо називати п о р о д ж у ю ч о ю  функц і єю  для класу Φξ.

Приклад 2.1. Нехай ξ(ζ) -  ^  = α~ ψ  Σ~=ο S'2" “  Дробово- .лінійне в і д о ­
б р аж енн я  з С в С ,  в и зн ач ен е  в кулі з  центром в нулі р а д і у с а  ~с , г о д і

1 0 0  Г)_  ах + b у л  с_ &п
А  (/пх ■
п = 0

о о
Нехай φ Є T ’ , тоді φ ο Ρ ξ{χ) = р+  Σ  ^¥>п(ж), Де φη ~ п - о д н ор і д н и й  поліном,

іі=1
щ о  є  з в уж ен н ям  φ на

У випадку ,  коли φη (χ) = Σ  9%(Χ)>Ψо(1) = P’ Де 9 Є -λ", ||д|| < f  , отримаємо, щ о
k= 1

оо η рО.у(х) + 6  v—' „
J Σ ^ Σ < ιτ:

л= 0 /с=1

> Η- Σ  £ *№ > )  Η- (1 +  t
' _  [X)  +  · ■ · +__u ,  ̂ fln "

n= l ' n= l

affpW + ^ c "  
i +  d rfnn=l

V
ag i (x)  + b a g2(x) + b a9p(x) + b _  agk{x) + ^

cl(l -  (я)) + f/(l -  з 5 г(г)) d (l -  ^ „ (x ) )  “  - c g k{x) + d
Цеп приклад  пока зу є ,  я к  можна л ін еаризувати дро б о в о -л ін ійн і  в і д о браж ення .  Зокр с -

°°
ма. д л я  в и п а д к у  ξ  = = Σ  - η. Ψη = /" + 9η ·, Αβ f>9 e ^  A = C = {ж = (x j , x2) =

71 = 0

I 2 e2  + д е ,} ,  отримуємо x®" = (х,е . 2  + * * , ) * ·  = Σ  < 4 4 * Г * «Г ,«Г "*·  II/II S  1 , Μ  < 1

fc=0

i yjo(l) = 2 , тоді

у
ОО о о  ОО 2

Fs = = 2 + Σ/» + Σ = 7 3 1
1

+
П 1 і 1  -  Д 'т ) 1  -  9ІХ)(1 = 0  ?і= 1  п= 1

В загальному випадку, клас функцій φ о Ρξ може бути дуже широким. Наприклад, 
Λ" = С, ξ = α — 6 2 -норма, j  — стандартна метрика в С. Тоді кожна аналітична 
функція в одиничному крузі D C  С, яка належить класу Харді Я 2 (0), має вигляд 
ψο  F j.  Справді, в цьому випадку простір Τ α α  ізометрично ізоморфний до Я 2 (0). Кожен 
лінійний функціонал φ на Н2(№) визначається деякою функцією / Є Н2(Щ,  такою що

ψ(δ)  = j  9 ( ζ )/ {z)dz. 
s

Зокрема, φ о F^(z) = / γ ^ ά ζ  = f ( z )  (за формулою Коші).
5

Якщо у нас визначено дві породжуючі функції та ί ·\2, то за певних умов їх 
композиція буде породжуючою функцією для деякого класу Ф.

Виберемо простір X , тензорну норму 7  та норму a  так, щоб

•Fа,7 ^ 7 , ' F (у d  J~η,7· (G)

Для цього достатньо, щоб простір X був ізоморфним до '%>“ SX для довільного ті та 
ізоморфним до Fa,-у У |9| доведено, що коли λ ' — банахів щюсгір з безумовним базисом, 
то вказані умови виконуються для деяких а  і 7 . Зокрема, якщо Λ' = ('і, то включення
(6 ) виконується, коли 7  — проективна тензорна норма і о  — ( (-норма па гобго
II Σω„||„ = Ι Ι Σ ω 7ΐ|ΐ7 > Де ω 77 Є ®7 ,SX · Якп;о X = г0, то 7  буде ін’єктивиою тензорною 
нормою, а а- -- с'о-норма на T arr  У випадку, коли X — і і ,  замість 7  можна вибрати 
гільбертову тензорну норму, a a  — £2-порма на J-a^. Припустимо, що ξ\, ξ2 — функції 
комплексного аргументу, аналітичні в кулях В Г] і Вг,2 відповідно. Нехай r > 0 — таке 
число, що Є В Г2 |с| < τ , ξ 2(ζ)  Є В Г2, тоді F il о F i2 є аналітичним відображенням з 
В, c  X в J rQi7. Оскільки ξ ь->■ F? є лінійним і мультиплікативним, то F^ о Fi 2  = Fi l D ^ 2 

буде породжуючою функцією для класу аналітичних функцій Φς1 0 ς2 на ВГі.
Нехай А' -- метричний простір з відміченою точкою. Розглянемо простір ~Fa n {B(X))  

для довільних норм rv та 7  і канонічного вкладення Р .̂ Визначимо клас відображень

Φξ(Χ, Ε) =  {ΑοΡξο u\А Є £(Γα<Ί(Β(Χ)), F ) } .

Таким чином, пара F̂  о u та F aa  задає лінеаризацію відображень з класу Φς(Χ, F). 
Будемо називати відображення / з X в Е ліпшицево -аналгт .ичтши,  якщо / Є Φς(Χ, Е) 
для деякої аналітичної функції ξ, норм а  і 7 . У випадку, коли 7  — проективна норма, 
простір J rQ̂ ( B ( X) )  буде поповненням формальної суми просторів o'JX відносно деякої 
норми, яка індукується нормою а.
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We introduce and study Lipschitz-analytic and Lipcshitz-polynomial functions, analogues of 
tensor and symmetric tonsor products of metric spaces. Using the analogues of tensor products 
of metric spaces and linearizations of analytic functions we construct a global linearization of 
Lipschitz-polynomial and Lipschitz-analytic maps.
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З а т о р с ь к и й  Р .А .

Д О С Л ІД Ж Е Н Н Я  Ф УН К Ц ІЙ  М А Т Р И Ц Ь  ХЕССЕГІБЕРГА

Заторський Р.А. Дослідж ення функцій м атр и ц ь Хессенбсрга // Карпатські математичні 
публікації. -  2011. -  Т.З, №1. -  С. 49-55.

В роботі вивчаються зв’язки функцій матриць Хессенбсрга із парадетермінантами та 
парапермацентами.

В с т у п

Важливим класом квадратних матриць є матриці Хессенбсрга [6 |. Вони виникають у 
підпросторах Крилова 1 [3] в процесі побудови ортогональних базисів, у задачах на зна­
ходження власних значень матриці QR-методом (методом послідовних елементарних 
перетворень), а також у теорії симетричних многочленів — у детермінантних виражен­
нях симетричних многочленів [4]. Виявляється, що детермінанти матриць Хессепберга 
можна подати у вигляді парадетермінантів трикутних матриць, властивості яких добре 
вивчені. Позаяк квазітрикутні матриці [2] е частковим випадком матриць Хессепберга, 
то зв ’язок останніх з парадетермінантами дозволяє узагальнити ряд теорем числення 
трикутних матриць, зокрема теорему Пойа [8 ], [7] про зв ’язок перманентів із детермі­
нантами.

Матриці Хессепберга з ’являються також при дослідженні характеру та швидкості 
збіжності раціональних вкорочень рекурентних дробів.

2000 Mathematics Subject Classification: 15A I 5.
Ключові слова і фрази: матриці Хессенбсрга, паранерманент, иарадетермінант.

1 ГІідиростором Крилова розмірності т  породженим вектором ν Є С" і квадратною матрицею .4 С 
С" х С" називають лінійний простір

K m(v, А) = span{v, Α ν, Α 2ν , . . . ,  A m~1v}.
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1 З В Е Д Е Н Н Я  М А Т Р И Ц Ь  Х Е С С Е П Б Е Р Г А  Д О  11А Р А Д  Ε ΊΈ Ρ Μ  НІЛІ ГГІВ Ί Ά  

Ι1Α Ρ Α Π Ε Ρ Μ Α Η Ε Η Τ ΙΒ  Т Р И К У Т Н И Х  М А Т Р И Ц Ь

Теорема 1. С прав е длив ою  б у д е  тотожність

« 1 1 «1 0 0 0 0

«21 ■ «22 «2 0 0 0

«31 «32 «33 0 0 0

« п - 2 , 1 «п  —2,2 « ті -2,3 · «71 — 2,71 — 2 «71 — 2 0

«? і —1,1 « п - 1 , 2 « г і - 1,3 «71-1,71 — 2 «71— 1 ,71—1 «71 1

« п і «п2 « п  3 «71.71 — 2 «71,11- 1 «7,71

« 1 1

«1
»21
422 «22

«1 . “il l
“32 «2 a: 12

a:i з &33

«1
(In —2,1

« 2  '
On.-2,2 a 3 On-2,3

d n —2,n—2fln-2,2 «n-2,3 On-2,4

«1
О η. — 1,1

« 2  ■
On-1,2 a 3 On-  1,3 Οη-Ι,η-2

(In —1,2 On -  1,3 On — 1,4 « η  —'2 -u-n— 1, n — 1

«1 . ih a
On 2 «2 . On 2 

On3 <̂ 3
. a n3 

On4
α-η,η-2

«71 -2  _Wn,n- 1

«п — 1 ,n—l
, η — 1

(1)

°Π· 1

Доведеним.  Перемножимо детермінант лівої частини тотожності ( 1 ) на ПГ=і аі та Ρ(,ΓίДі­
лимо j -тий ( j  = 2 , 3 . . . . , η)  стовпець детермінанта лівої частини тотожності на а 7- і  ■ При 
цьому отримаємо детермінант квазітрикутної матриці, з якої, при допомозі наслідку 1

[2 ], легко одержати парадетермінант правої частини тотожності ( 1 ). □

Теорема 2. Справ е длив ою  є  тотожність

« 11 - « 1 0 0 0 0

«21 «22 — «2 0 0 0

«.31 «32 «33 0 0 0

« τ ι -2 ,1 «7!-2 ,2 «71-2,3 ■ «71 — 2,71 — 2 — «'71 — 2 0

«71 —1,1 «71-1 .2 «71—1,3 «71— l,n  — 2 «71—1 ,71— 1 « « —1

« n l «712 «71.3 «71,71 — 2 «71,71— 1 «7171

« 1 1

«1 . “21
“22 «22

«1 . “31 
“32 «2 . “Д2

“33 «33

«n—2,1
« 2  ’

On- 2,2 a 3 · “η -2,3

T to 1 tO1 “n —2,2 On —2,3 “τι — 2,4
«η -1,1

« 2  ■
On- 1,2

« 3  ·
On —1,3 Λ On—l,n —2

1 “ri — 1,2 On — 1,3 On — 1,4 . ?̂7 — 2n z an- i , n - i

«1
. an 1

On 2 «2 . On 2 
On3 «3

. Qn3 
On4

On,n — 2
7T — 2 0un,n — 1

β-π— 1 ,η— 1
О η , η — 1 «η - 1 · ' „І..···

(2)

Дове д ен і ї , я .  Спочатку скористаємося теоремою 1 і переходимо від детермінанта лівої 
частини тотожності (2 ) до відповідного парадетермінанта. Потім, використовуючи тео­
рему про зв’язок параперманента з парадетермінантом, від отриманого парадетермі- 
напта переходимо до параперманента правої частини тотожності (2 ). □

З ауваж ен н я  1 .1 . Теорема 1 у з а г а л ь н ю є  теорему п р о  з в ’я з о к  детермінанта із  парад с -  
терміпаптом із /2/ та теорему п р о  з в ’я з о к  перманентів і з  детермінантами [5].

П р и клад  1 . Нехай

a k(xu x 2, . . . , х п ) =

Sk (X] , Хо, ■ ■ ■ , Хп) — х \ +  х 2 +  ■ ■ ■ +  х

р к ( х і ,  Х'2, . . . , Х п ) =

к
ті’

М ,. .П

г\ +І2 + .. .+ іп =к

X ,  X1 2

є  в і д п о в і д н о  елементарні симетричні многочлени ,  степеневі  с уми  та повн і о дн ор і дн і  си ­
метричні многочлени ,  тоді с п ра в е дли в і  \4] д ет ерм інант і  пр ед ставл ення  елементарних 
симетричних мно гочл ен ів  та повних  о дн ор і дних  симетричних мно гочл ен ів  ч е р е з  степе­
неві  суми :

<Ук
1

~к\

•s‘ 1 1 0  . 0 «1 - 1 0  . . ()

•s 2 •Sl 2  . () •s 2 ■S1 - 2  . . 0

■S/c- 1 •Sfc-2 •Sfc-3 · . /,: -  1 ■Sfc-1 •S/t- 2 . - ( / , · - ] )

Sit •Sfc-1 - 2  · S i s k ■Sit-1 ·§λ·-2 · · S i

Тоді, в н а сл і д о к  теорем 1, 2, їх можна виразити в і д п о в і д н о  ч е р е з  n a f  
параперма пепт трикутної матриці

адетермінапт та

і

д  =

Si
1  . £ 2

* 1
•Si

1 · 
«̂ 2

2  · — 
* 1

"S1

. -ϋ£_ 2  · ^ 3 . £ * = 2

Sfe-i Sfe- 2 Sfc-3

\

V
п ри ч ом у  сп р а в е дл и вим и  будуть тотожності:

. . . S]

o k -  -gddet(A), р к = -^ррег(Л).

Останні тотожності д о з в ол яют ь  перейти д о  в і дп о в і дних  р ек ур ентних сп ів в і днош ень .  
Для ц ь о г о  достатньо розкласти парадетермінант та параперманеит матриці А за  ел емен ­
тами о станнього  рядка .



2 Д Е Я К І Т Е О Р Е М И  ЧИСЛЕННЯ МАТРИЦЬ

Доведемо дві теореми, які використовуються при дослідженні характеру та швидко­
сті збіжності раціональних вкорочень рекурентних дробів та мають деяке відношення 
до матриць Хессенберга.

Нехай задана трикутна матриця

/ а и  ^
« 2 1  « 2 2

А„ = « m  1 ^  m2

1,1 «тп+1,2

« т + 2 ,1  « m - t  2.2

у  «пі «п2

тоді ріг

Я т і

« т + 1 , т  « т + 1 ,т + 1

« т + 2 , т  « т + 2 ,т + 1  « т + 2 ,т + 2

«п ,т+1 «п ,т +2

\(  « ї ї

«21 «22

\  «т і « m 2  ■ · · «тт  /

цієї матриці природно позначити через Ат . На основі рогу

 ̂ «m-t-l,m+l ^

® m + 2 , m + l  ® m + 2 , m  +  2

Rη,ττι+Ι

11 обудує.\ і о м атриці

\  « n , m + l  «ті,гп+ 2

/ 6,1

bj2 ^ra+2,m+2

^nn / 

\

д е
771+1

\ bj,n — m 7̂7,777 + 2  · · * @"ПП /

Ь3г =  Д  ttm+ α ,  I =  1, 2 , . . . ,  n  -  m, j  =  1,  2 , . . . ,  m  +  1. 
k = j

Т е о р е м а  1. Д ля матриці (3) вик он уют ься  тотожності
ТП

р р е г(А п) =  J ^ p p e r ( A r ) · р р е г ( Д .+1),
г=0

ddet(A„) = ^ ( - 1 Г  rddet(/lr ) · ddet(J5r+i ).

(3)

(4)

(5)

(6)

Доведення, .  Доведемо тотожність (5).

1. Доведемо, що число доданків лівої частини тотожності рівне числу доданків пра­
вої. Число доданків лівої частини дорівнює числу впорядкованих розбиттів натураль­
ного числа п  на натуральні доданки і дорівнює 2п~1. Знайдемо число доданків правої 
частини тотожності. Число доданків кожного із параперманентів В г  j  = 1 ,2 , . . . .  m  -f 1, 
становить 2n~m~\ тому маємо суму

771

2 ( і  _|_ ^ 2 Г_1) = 2η~τη~\ΐ  + 2 m -  1 ) = 2 n_1. 
r = l

2. Доведемо, що всі доданки правої частини тотожності побудовані з елементів, які 
утворюють нормальні набори елементів матриці параперманента з лівої частини тото­
жності. З цією метою дослідимо доданки, що утворюються в результаті добутку иара- 
пермапентів АГВ Г+], r  = 0 ,1 , . .  ., m.

a) Кожен доданок добутку матиме п  різних співмножників, що є елементами матриці 
параперманента Ап, б о  параперманент Аг має порядок г, а в кожен доданок параперма- 
нента В г+ ] входитиме п  — (г + 1) — 1 = n  — r  співмножників.

b) Кожен доданок добутку, внаслідок задання елементів Ь]г рівністю (4), можна 
подати у вигляді факторіальних добутків ключових елементів параперманента А„.

3. Доведемо, що всі доданки добутку різні, а це випливає із того, що перші стовппі 
параперманентів B r+1 , r  = 0 , 1 , . . . , m, різні.

Доведемо тотожність (6 ).
ГІерш за все відзначимо, що знак нормального набору ключових елементів матриці 

п -го порядку залежить від парності числа п — к, де к — число ключових елементів цього 
набору. Знайдемо суму порядків парадетермінантів матриць Аг і В г+,. Параперманент 
матриці В г+1 при довільному г = 0 , 1 , . . . , m має порядок п  — гп , а парадетермінант 
матриці Аг — порядок г, тому сума порядків парадетермінантів цих матриць дорівнює 
п  + г — гп. Парадетермінант матриці Ап має порядок п.

Розглянемо деякий фіксований нормальний набір к ключових елементів матриці Ап, 
до складу якого входить факторіальний добуток {asr}, r  < rn ^  s ^  п. Алгебраїчним 
доповненням до цього факторіального добутку у матриці Ап є добуток парадетермінан- 
та Аг па парадетермінант рогу Rn ŝ+\. Алгебраїчним доповненням до факторіального 
добутку елемента {asr ■ ■ aSim+1} у парадстермінанті В г+1 є парадетермінант рогу
Rn,s+1 · Таким чином, зрівнявши знак (—l ) n~fc фіксованого нормального набору параде- 
термінанта матриці Ап із знаком (—l ) n+r-m_* того ж  набору елементів у добутку ddet А,.· 
deletД .+і, прийдемо до рівності (—l ) n_fc (—l ) n+r-n'" fc. Після відповідного скорочення 
приходимо до висновку, що добуток ddet,Ar ■ сИеШг+і правої частини рівності (G) має 
знак ( - l ) m“r . □



Н асл ідок 1. Справедливими  будуть тотожності

m n—m m+ 1

ррег(Ап) = ррег(Лг) Σ П ^т+г,/сррєг(-йгг,т+г+ 1 )і
г=0 г= 1 k=r-\-1

τι-m  т + 1

ddet(An) = J > 1 )— ddet(Ar) Σ Π ....  +l,fcdd«t(i?n/m+?:+i) ■
r = 0

//f' />V„.. - · : р і г  матриці Ап .

Нехай задано квадратну матрицю 

/

А

і= 1 /с—г+ 1

« 1 0 - 1 0 0 0 0

« 2 1 « 1 1 - 1 0 0 0

« ; і 2 « 2 2 « 1 2 0 0 0

' — 1 ,п  — 2 O n—2 ,іі—2 «71  — 3 , п —2 ■ · « 1 , 7 1 - 2 - 1 0

-іі,п  — 1 « п  — 1 ,п — 1 « т і  —2 ,л  —  1 · • ■ « 2 , 7 1 - 1 «  1 ,71— 1

’ η > 1 . п «71  ,77 « 7 1 — 1 , 7 1 ■ · « 3  71 «271 « 1 , ti-f-1

Позначимо детермінант матриці утвореної видаленням із матриці А першого рядка та 
k-vо стовпця (нумерація стовпців ведеться від нульового до п-го) через Ак<п.

Теорема 2. С прав е длив е  р ек ур ент н е  с п і в в і д н ош ен н я

А/,· м — — «] ,k-lAk-l,n T (l2,k-lAk-2,n _  · · · + ( —1) ak- l,fc-l A,n T ( —1) ak,k-lAo:n· (7)

Д о в е д е н н я .  Позаяк у детермінанті лівої частини співвідношення (7) внаслідок видален­
им k - v  о стовпця відсутні елементи a i . f e .  · ■ · > « п - / с + і , т и  то у детермінантах правої частини 
цього співвідношення ці елементи можна замінити нулями. Розкладаючи всі утворені 
детермінанти правої частини співвідношення за елементами k- г о  стовпця, отримаємо 
розклад детермінанта лівої частини цього співвідношення за елементами к-го рядка. □
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CLARK -O CO N E T Y P E  FO R M U LA S 
IN THE M E IX N E R W H ITE  NOISE AN ALYSIS

Kachanovsky Ν.Λ. Clark-0 cone type formulas in the Meixner white noise analysis, Carpathian  
Mathematical Publications, З, 1 (2011), 56-72.

In the classical Gaussian analysis the Clark-Ocone formula allows to reconstruct an inte­
grand if we know the Ito stochastic integral. This formula can be written in the form

F = E F +  j  E {d tF\T l}dWt,

where a function (a random variable) F  is square integrable with respect to the Gaussian mea­
sure and differentiable by Hida; E — the expectation; E { о \r> } — the conditional expectation 
with respect to a full rr-algebra J~t that is generated by the Wiener process W  up to the point 
of time i; d F  the Hida derivative of F; f  o(t)dW t — the Ito stochastic integral with respect 
to the Wiener process.

In this paper we explain how to reconstruct an integrand in the case when instead of the 
Gaussian measure one considers the so-called generalized Meixner measure μ  (depending on pa­
rameters, μ  can be the Gaussian, Poissonian, Gamma measure etc.) and obtain corresponding 
Clark-Ocone type formulas.

I n t r o d u c t i o n

Denote by V the Schwartz space of infinite-differentiable real-valued functions on R + : = 
[0 , t o o ) with compact supports; by V' the distribution space that is dual of £>; by (·, ·) the 
pairing between elements of V  and V, this pairing is generated by the scalar product in the 
space of square integrable with respect to the Lebesgue measure functions on K+; by the 
subindex C complexifications of spaces. The notation (·, ■) will be preserved for pairing in 
tensor powers and complexifications of spaces.

Let // be the standard Gaussian measure on (V ,C(V' ) )  (here and below C{V) is the 
σ-algebra on V' that is generated by cylindrical sets), i.e., a probability measure with the 
Laplace transform

/„(A)= I ε ^ μ ( ά χ )  = X e V c .
J v
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As it is well known (e.g., [6 , 25, 21]), any square integrable with respect to μ  and differentiable 
by Hida complex-valued function F  on V' can be presented in the form

F  = EF  + J E {dtF\jrt }dWt, ( 1 )

where E is the expectation and E{ o |jr(} is the conditional expectation with respect to a 
full σ -algebra JFt that is generated by the Wiener process W up to the point of time /, i.e., 
F t = σ (И', : s  < t); d .F  — the Hida derivative of F  and J  o ( t ) dWt — the Ito stochastic 
integral with respect to W (usually for stochastic integrals on IR+ we do not write limits of 
integration for simplification of notations). Formula ( 1 ) is called the Clark-Ocone f ormula .  
As we can see, this formula allows us to reconstruct a version of the integrand (this integrand 
is not unique, generally speaking) if we know the result of stochastic integration.

As it is known (e.g., 18 , 30]), formula (1) holds true (up to clear modifications) if instead 
of the Gaussian measure one considers the Poissonian one. Moreover, one can easily avoid 
a restrictive assumption that F  must be differentiable by Hida: it is sufficient to generalize 
the Clark-Ocone formula to spaces of generalized functions (see, e.g., |7, 9|).

Clark-Ocone formulas and their generalizations (in this paper they will be called Clark- 
Ocone t ype f o rmu la s )  have applications in the stochastic analysis and in the financial mat he­
matics, see, e.g., [18, 4, 9, 23, 10, 26, 22, 12, 8 , 30| and references therein. In order to satisfy 
demands of applications (for example, in some problems it is necessary to reconstruct an 
integrand by the result of integration, in another problems it is necessary to recontsruet a 
random variable by the family of conditional expectations of its stochastic derivative, etc.), 
different, variants of such formulas on various spaces, with different stochastic derivatives 
and with stochastic integrals with respect to various random processes and measures were 
obtained, see, in particular, 119, 21, 4, 7, 5, 20, 9, 22, 30, 8 ]. For example, in |21, 20] a 
Clark-Ocone type formula that is connected with Levy processes was obtained, this formula 
contains stochastic integrals with respect to a Wiener process and with respect to a com­
pensated Poissonian random measure. In |9] an another way of construction of Clark-Ocone 
type formulas that are connected with Levy processes was offered, this wav is based on the 
Nualart-Schoutens representation for a square integrable random variable [24, 281; now the 
Clark-Ocone type formulas contain integrals with respect to special random processes. More­
over, these formulas were obtained in [9] not only for square; integrable random variables, 
but also for generalized ones.

In this paper we obtain Clark-Ocone type formulas in the so-called Meixner white noise 
analysis. This analysis is connected with the generalized Meixner measure μ  [27] (see also 
Subsection 1.1) which, depending on parameters, can be the Gaussian, Poissonian, Gamma 
measure etc., and with the corresponding Meixner random process Л/ (the derivative of which 
is the Meixner white noise that is connected with μ).  Note that under some assumptions (see 
Subsection 1.3) M  is a Levy process. Nevertheless, our constructions essentially differ from 
the constructions of [21, 20] and [9]: we try to preserve a “classical” form of Clark-Ocone 
type formulas and therefore exploit a Hida stochastic derivative and stochastic integrals with 
respect to M  only. Of course, in the particular cases when μ  is the Gaussian or Poissonian 
measure, our formulas reduce to the corresponding classical Clark-Ocone formulas.



The paper is organized in the following manner. In the first section we recall necessary 
definitions and results (the generalized Meixner measure, properties of the corresponding 
space of square mtegrable functions, the extended (Skorohod) stochastic integral, the Hida 
stochastic derivative, properties of these operators). In the second section we deal with 
Clark-Ocone type formulas and related matters. Note that here we obtain these formulas 
on the space of square integrable with respect to the generalized Meixner measure functions 
only, the case of spaces of generalized functions will be considered in another paper.

1 P r e l i m i n a r i e s

1.1 The genera lized  M e ixner  m easure

Let us define the generalized Meixner measure (see [27] for more details and explanations). 
Let p, v  : IR+ —> C be smooth functions such that

Θ =f  p - v .  M+ -> R, η =f  pu : R+ -> R+ (2 )

and, moreover, Θ and η are bounded on R+. Further, for each t Є IR+ let v p^ ) ^ L)(ds)  be a 
probability measure on (R.B(R) )  (here B(R)  is the Borel σ-algebra on Ш) which is defined 
by its Fourier transform

I  =  “ Ψ  { -  ! C ( p ( t )  +  И * ) )  +

2  £  ( M 'M f lT  H e r  („„-2(i) + v „ - 4 t )  (t) + . . .  + ρ» - 2 ( ί ) )Γ“ 1 .
/ 771 L z '  n !  j  )

rn.— l  n =2

Definition. Λ p robab i l i t y  m ea su r e  μ  on th e  m ea su rab l e  s p a c e  (Vі, C(V'))  with  th e  Fourier  
t ransfo rm

[  e t M  p{dx) = exp i f  dt  f  v p{t)<„{t)( d s ) \ ( e l>,m -  1 -  /'.<{/})
J v   ̂ J  K+ J  M s

is ca l l ed  th e  genera l iz ed  Meixner  measure.

Depending on parameters p and u, μ  we can get, in particular, the Gaussian, Poissonian, 
Pascal, Meixner or Gamma measure.

It was proved in [27] that the generalized Meixner measure μ  is the measure of a gen­
eralized random process [11] with independent values; and the Laplace transform Ιμ(·) = 
f v , exp{(x. ■)}//(r/.x)  of //, is a holomorphic at О Є T>c function.

1.2 The space of square  in tegrab le  functions

Let (L2) : = L2(V' , p )  be the space of complex-valued square integrable with respect to 
the generalized Meixner measure μ  functions on Vі . We construct now a natural orthogonal 
basis in (L2). For n  Є N denote by Vn the closure in ( L2) of the set of all continuous 
polynomials on V'  of degree < n, Vo := C. Denote also (L 2 ) :=  Vn Θ Vn~\ (the orthogonal

complemention in (L2)), (Lq) := C. Since μ  has a holomorphic at zero Laplace transform,
OO

the set of continuous polynomials on Vі is dense in (L2) [29], therefore (L2) = ® (L2).
n —0

Denote by (X) a symmetric tensor product. For each Є V®n , n  Є Z+ (Z>®° := C), we 
define : (x®n , / (n)) : as the orthogonal projection of ( т 0їг, / (п)) onto (L2), x Є V'. It follows 
from results of [27] that : (x®n , / (n)) : =  (Pn (x), / (n)), where Pn (x) Є V'®n are the kernels of 
(generalized Appell) polynomials with a generating function 7 (A) exp{(x, cv(A))}, А Є Vq,

OO -
7(A)oxp{(.r,fv(A))} = ^ 2 — ( Pn {x), Ακ"),— HI 

n —0

0 0

where o(A) = A + Σ  (pn — 1 + pn~2v  + ■ ■ · + and
n = 2 n

7(A) 1
U<*M)

exp f  ( ^ r  + Σ  —  MO + ··· + <'""2 ( 0 ) ) л }  ·
J *+ V 1 1 1 = 3  4 J

Let us define (real, i.e., bilinear) scalar products (·,·)εχι on V^n , n  Є Z+, by setting for 
f {n), g {n) Є V f 1

■=-, f  ( W r t W r t M * ) .n\ J v ,

It follows from results of [27] that

//■(») \ — \\] · (J /ext — / m  . , .  i k , j s . ]
I i s j 4  ■■■ + Ік я к =п

/ f ^^( t  1 ) · · · ! 1̂ ) · · · ! .̂51 1 · ' · 1 1 · · · I --- hSfc ! · · · ! --- f Sfc ) ^
,/R'-;i+-+«fc '------ ------- '  4--------v--------/ '------------------- v-------------------'

+ h h Ik
g [n)( t l : . . . , t i , . .  . , t s i , . . . , t s v  . . .  , t 31+...+Sk, . . .  , і 31+...+8к) ф - ' 1( и ) . . . v h ~ \ t s , ) x

l\ 11 lk
r i2~l (tsl+1 ) · · .т/2-1(*Яі+Я2) · --V і ..... : · 1 ; · . . v lk~1(tSl+...+sk)dt. 1 .. ,r/f.Sl + ...4.Sfc.

So, for example, for n  = 1 (/(1), ,9 (1))Єхг = (/(1 ),.9 (1)) = /R+ f {X]( t ) gw (t)dt ,  for n = 2 
(/(2)· f]{2))ext = (/(2 \.9 (2)) + j R+ .f(2'>{t , t ) g{2'>(t , t^ ( t)d . t .  If (see (2)) η = 0 (the case of Gaus­
sian or Poissonian /і) then ( f {n), g [n)) ext = 5 (,l)), in the general case (/(ii), g [n))ext =
(/<">, 0 (n)} + . . . .

Let I · |exi denotes the norm which is generated by the scalar product (·,·)εχι, i.e., for 

n  Є Z+ I./'(”>|ext := J (/(n), /(n))ext· Denote by the Hilbert space which is the closure 
of £>f n with respect to I · |eIt (in particular, = C).



Let Ft := L2 (lR+) be the space of complex-valued square integrable with respect to the 
Lebesgue measure functions 0 1 1  R +. It is clear that = Ή- For n  Є N\{1} the space Ч [п,\ 
can be understood as an extension of H®n in a generalized sense: let F (n) Є Ή®η, /(n) Є F (n) 
be a representative (a function) from the equivalence class F (n) with a “zero diagonal”, i.e., 
f (n){t 1 , . . . , t n ) = 0 if there exist i , j  Є { 1 , . . . , n} such that і Ф j  but U = tj . It is easy 
to show ([16]), that the function /(n) generates an equivalence class in FL̂ xt which can be 
identified with F ^ h

Note that, of course, the space F0"xl depends on the parametric function ■//, see (2) (for 
example, if η = 0  then FL l̂ — FL®"), but we do not use η in the designation of this space for 
simplification of notation.

Lor F (n) Є Ή^‘1, n Є ZH., we define a polynomial (Pn, F (r,)) є  (L2) as

(P „ ,F W) : = ( i 2 )-Iim(P„, /'">},
k —у o o

where Т>̂ п 3 —> F ^  in 7ί['xt as k —» 0 0  (this difinition is well-posed, as is easy to verify).
The forthcoming statement easily follows from the construction of polynomials (Pn , F <-n'1) (see 
also [27]).

Theorem . A f un c t i on  F  Є (L2) i f  and  on l y  i f  t h e r e  exis ts  a s e q u e n c e  o f  kerne ls

(F<"> є  « 2 ) ”  0 

su ch  that  F can b e  p r e s e n t e d  in th e  fo rm

OO

F = Σ > „ , P w ), (4)
n= 0

w he r e  t h e  s e r i e s  c o n v e r g e s  in (L2), i.e., t h e  (L2)-norm  o f  F

OO

l l ^ l = E " !l ^ ’ lL < o o .  (5)
n =0

Moreover ,  t h e  s y s t em  {(Pn. F ^ ) ,  F ^  Є n  Є Z+| is an o r thogona l  basis in (L2) in th e  
s en s e  tha t f o r  F,G  Є (L2) o f  f o rm  (4) t h e  (real) s ca la r  p r o d u c t  in (L2)

(X)

(F,G)m  = Y i n ’( F ^ , G ^ ) „ t.
71=0

1.3 The ex tended  stochastic  in tegra l

By analogy with the Gaussian analysis, on the probability triplet ( V , 0(Τ>'),μ) we define 
the Meixner random process M  by setting for each t Є E+ ML := (Рь 1 [ 0  £)) є  (L2), here and 
below 1 B (y) is the indicator of the event {у Є В}.

R em ark . I f  t h e  p a ram e t r i c  f u n c t i o n s  p and  v  ( s e e  Sub s e c t i on  1.1) a re  c o n s t an t s  th en  M is a 
Le v y  p r o c e s s ;  but ,  in gen era l ,  it is n o t  t h e  c a s e  (M can  b e  a n o t  t im e - h o m o g e n e o u s  p r o c e s s ) .

Using results of [27] one can show that M  is a local l y square in tegrabl e  n o rm a l  mar t in ga l e  
(with r e sp e c t  to the g e n e r a t e d  by M  f l ow  o f  ful l  σ - algebras)  with o r thogona l  in d ep end en t  
in c r emen t s ,  therefore one can consider the Ito stochastic integral with respect; to M .

Let us recall the construction of the extended (Skorohod) stochastic integral with respect 
to M  (see [16] for details). Let G Є (L2) <g> Ft. It follows from above-posed results that G 
can be presented in the form OO

G (-) =  Y ( P n ,G W ) ,  (6)
n =0

00
G<"> є  « W  0  %  With ||G||^)eM = En!|G!">|^, jeK < 00.

If in addition G is such that the kernels Gtl!* belong to Η®" ® Ή C  ® ^  (^le 
embedding in the generalized sense described above) then one can show [ 16] that F  can be 
presented in the form

0 0  p  OO p i n  f t  2
G(-) — Y  n\ / / . . .  G<:n)( U , . . . , t n) dMt l . . . d M u , (7)

„ . / 0  . / 0  do77=0

i.e., as a series of repeated Ito stochastic integrals with respect to the Meixner process. In 
this case one can define the extended stochastic integral of G with respect to M  as

j .  00 /*oo p i  p l n p i 2 ^

G{t )dMt : = Y ( n  + l)\ / / . . .  G{n)( t l , . . . , t n , t ) dMh . . . d M tnd Ml -=
71=0

OO '
Σ ( Ρ η+ι, 0 Μ ) Є (L2)
n —0

y(n(cf. [2, 3, 1]), where G(n) Є H®n+1 C are the projections of G(n) onto Пш+1, if this
series converges in (L2). Note that if in addition G is integrable by Ito then series (8 ) is the 
result of term by term integration of series (7), the convergence of (8 ) in (L2) follows in this 
case from the condition G Є (L2) ї ї  FI.

For a general G Є (L2) ЇЇ Ή the above mentioned definition cannot be accepted because 
it is impossible to project elements of FL̂ xt <g> FL onto F L ^ 1̂ , generally speaking. Never­
theless, the following natural generalization is possible. Let G ^  Є FL̂ xt ® Ή- We select a 
representative (a function) g ^  Є G^  with the property g[n\ t  1 , · · · , t n) = 0  if there exists
j  Є { 1 , . . .  , n} such that t3 = t. Let us define the element G{n) Є as the equivalence
class in that is generated by the symmetrization of g (n) with respect to n  + 1  variables
(note that for n = 0 we have НЩ ЇЇ Ή = Ή 3 G ^  = G(0) Є Ft = ^ was P r o v e d  in
[ 16[ that G,(n) is well-defined and \Ĝ n)\ext < \Hw ^ H-

OO ■

Definition. Let G Є (1 2) ї ї Ч  and b e  su ch  tha t  ^  (n + l)!|G(it)|ξχ1 < oo, w h e r e  t h e  e l em en t s
n =0

G (n) Є w e r e  c o n s t r u c t e d  a b o v e  b y  th e  kerne ls G[n) Є FL[ext ЇЇ Я  f rom d e c om po s i t i o n
(6) f o r  G. We d e f in e  t h e  ex t e n d e d  s t o c h a s t i c  in t eg ra l  w i th  r e s p e c t  t o  M J  G{t)dM, Є [L2)
b y  s e t t i n g

r  ' 00
/ G( t ) dMt : = Y ( P n+l , G ^ ) .

n =0



In particular cases, when the generalized Meixner measure μ  is the Gaussian or Poissonian 
one, the operator J  o( t )dM,  is the classical extended Skorohod stochastic integral [2 , 3, 1 |. 
The forthcoming statement explains why we preserve this term in a general case.

Theorem . fl16l) Let G Є (L2) & Ή and  b e  in t e g rab l e  b y  l t d  with  r e s p e c t  to M (i.e., b e  
adap t e d  with r e s p e c t  to  t h e  g e n e r a t e d  b y  M f l ow  o f  σ -algebras) .  Then G is i n t e g ra b l e  in th e  
ex t e n d ed  sense ,  and  j  G( t ) dMt = J  G( t ) dMt ( th e  last in te g ra l  is t h e  I to  one) .

1.4 The H ida  s tochastic  der ivative

Finally, let us recall the notion of the Hida stochastic derivative in the Meixner white 
noise analysis (see [14, 15) for more details). First we note that, as it was proved in [16], any 
F(n] Є n £ N, can he considered as an element F (n)(·) of the space ® Ή, and

D e f in i t i o n .  Let F  Є (L2) and  b e  su ch  that

OO

< ~· (9)71=1

w he r e  F (n)(·) arc  t h e  kerne ls  f r om  d e c om p o s i t i o n  (4) f o r  F, in p o in t  as e l em en t s  o f H ^ ^ ® H ·  
We de f in e  t h e  Hida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  d .F  Є (L2) & Ή by  s e t t i n g

OO

d . F : = J 2 ' n ( Pn ~ uF ^ ( · ) ) .
n =  1

Theorem . f/lC/J The ex t en d ed  s t o c h a s t i c  in t eg ra l  f  o ( t ) dM,  : (L2) & Ή. —> (L2) and  th e  
Hida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  d. : (L2) —» (L2)®'H are  adjo in t  o n e  to  ano ther ,  and, in part i cular ,  
arc  c l o s e d  opera tor s .

2 C l a r k - O c o n e  t y p e  f o r m u l a s  a n d  r e l a t e d  m a t t e r s

2.1 A Clark-O cone formula in the  s im plest p a r t icu la r  case and problem s of the 
gen era l case

Let //, be the generalized Meixner measure on ( V , C(V')) .  In the case when //, is not the 
Gaussian or Poissonian measure (η φ  0, see (2)), but F Є (L2) is differentiable by Hida and 
is such that all kernels F (,l) from decomposition (4) belong to Ή (now we consider 
as a subspace of in the generalized sense described in Subsection 1 .2 ), the analog of 
classical Clark-Ocone formula ( 1 ) has a form

F = E F +  I E {dtF\rt }dMt, (10)

where the notation as in (1) up to obvious modifications (for example, T L = a ( Ms : s  < t)). 
Using the definitions of the Hida stochastic derivative, of the extended stochastic integral

and the fact that for an integrable by Ito integrand this integral coincides with the Ito one, 
of the expectation (EF = Jv , F(x) μ ( ά χ ) ) , and the fact that for F  Є (L2) of form (4)

OO

= ( P„ , Fim) + J 2 ( P „ , FM  I,»..,-) ( 1 1 )
n= 1

[17], one can conclude that (10) is valid if for any n  Є N\{1} and for each F (n) C 'H " 

n F r (F (n)( - i , . . . ,  - „ - і ,  · η ) 1 [ ο , „ ) " - ι ( · ι ,  · · · ,  ' n - i ) )  =  F (n)

in TL®n, here and below P r  denotes a symmetrization with respect to all variables. But this
equality is fulfilled in W yn = L2(R+, m ) №l (m. is the Lebesgue measure on R.( ) because if
t\........ In are mutually d i f f e r e n t  then Prl[o,(.n)«-i(#i,----- <«-i) = ^  and m &n({t\......... /„} :
Зі, j £ { 1 ........n} : і, φ  j . t , , = tj ) = 0. Note that one can prove (1) and its Poissonian
counterpart by the same way.

In the general case not each F Є (L2) can be presented even in the form

F = EF + j  G( t ) dMt, (12)

G Є (L2) »  4 (see Proposition 2.1 below for details). But even if F  Є (L2) is representable 
in form (12), formula (10) can be not valid. For example, let F = (F3 . F (3)), F (,i) C Ч[^,· 
Then E F = 0 and it is not difficult to calculate that

I  E{cV;V , }dMt = (ΡΛ, F (3)( - 1 , -2 , '3)(1 [о, з)2 ( 'ь  ' 2 ) + 1 [ο,·2 )2 (’3 > ί )  + І!о..,)гЬ> '■'*))):

therefore using (5) and (3) we obtain

II F -  J  E{dtF\^}dMtf {L2) = 6 |F( 3 ) ( 1  -  [1[0 , 3 )*(·ι, -г) +  1[о,2 )2 ('з, ·ι) +  1 [ ο ,Μ ^  -з)]) l L  =

18 I \F{3)( t u tu t2)\2'i{il>h}V(ti)dtl d t2 + 12 I |F(3 )( ii, i i ,  i i ) | V ( i i ) ^ i ·
J R2. J R+

lf F (3) is such that JR+ |F(3 ) ( ib U, U)\2r f ( t x)d tx = 0 then (P3, F (3)) can be presented in form
(12) (see Poposition 2.1 below), but, as we can see from the calculation above, even under
this condition it is possible that F ψ  J  ~E{dtF\jrt }dMt .

R em a rk  2.1. It is e a s y  t o  und e r s tand  in tu i t i v e l y  w h y  Clark-Ocone f ormu la  (10) is n o t  valid 
in t h e  g e n e r a l  ca se :  in o r d e r  to  c a l cu la t e  t h e  n o rm s  in Ή)”), n  > 2, o n e  has t o  u s e  nonsyrn-  
m c  tri ca I f un c t ions ,  e.g. ,  Q( t u t2) := F {3)( t1, t 1, t 2); bu t  a p p l y i n g  t h e  c ond i t i ona l  expe c ta t i on  
we  “c u t  o f f ” s u ch  fun c t i o n s  and  th e r e f o r e  l os e  an in fo rmat ion.

In what follows, we clarify a condition of representability of F Є (L2) in form (12) .  and 
explain how to reconstruct an integrand G.



2.2 A belonging of square  in teg rab le  functions to the  range of values of the 
ex tended  stochastic  in tegra l

We begin from a simple example. Let F  = (F2 ,F (2)), F<2) Є U 2,). It is clear that if F 
is representable in form (12) then G(-) = (Fb G(1)), G(1) Є U [̂ t її, U, and F (2) = G(1) (see 
Subsection 1.3). But since by construction G(1) contains a representative #(1) such that for 
each /, Є R+ б/(1)(/, t) = 0, we have a n e c e s s a r y  condition of representability of (P2, F ^ 1) in 
form (12): F (2) must contain a representative /(2) such that for each t Є R+ /(2 )( ί , ί )  = 0. 
Moreover, it, is easy to see that this condition is suff ic ient :  one can set G(,)': = F (2)(·) (i.e., 
we consider F (2) as an element of ТіЦ] ї ї  Η).

In a general case the situation is quite similar. Namely, we have the following statement,.

Proposit ion  2 . 1 . Let F  Є (L2). The f o l l ow in g  s t a t em en t s  a re  equivalen t :

(1) F  can b e  p r e s e n t e d  in fo rm  (12) with an in t e g rand  G Є (L2) ї ї  Ή:

(2) f o r  ea ch  n  G N\{1} t h e  kerne l  F (n) є  H%} f rom d e c om p o s i t i o n  (4) for  F lias a r ep ­
r e s e n ta t i v e  /W su ch  that  /<«)(«,........ tn ) = 0  i f  f o r  ea ch  і є { l , . . . , n }  t h e r e  exis ts
j  Є {I,···· n} su ch  tha t і ф j ,  but  t{ — tj.

R em ark  2.2. If, fo r  example ,  η = 0 ( s e e  (2)) then f o r  ea ch  F  Є (L2) t h e  c ond i t i on  o f  
si al.eine.nl· (2) is a u t om a t i c a l l y  fulf i l led. In f ad ,  it fo l lows  f rom  (3) that  c o n s id e r in g  p r o p e r t i e s
o f  r ep r e s en ta t i v e s  o l  F (n) Є Ή[^\, n  Є N\{1}, o n e  can i g n o r e  famil i es  o f  a r g um en t s  {ίΛ__ _ tn }
foi  whi ch t h e r e  exist i, j  Є {1 , . . . .  n} su ch  that  і ф j , і г = tj , //(t;) = 0  (i.e., o n e  can r ed e f in e  
th e s e  r ep r e s en ta t i v e s  on d e s c r i b e d  famil i es  o f  a r g um en t s  in c om p l i a n c e  w ith  n e c e s s i t y ) .

Proof. First we prove this proposition for F  = (Pn, F (n)), F (n) є  n Є N\{1}.
1) (“(2)=>(1)”) Let /(") be a representative of F (n) that is described in the condition of 

statement (2 ). Without loss of generality one can assume that is a symmetric function. 
We set

l>,l{t 1 , · ■ · Лп) = =

U ....In-2^ln-l} + ' ‘

{Ів is the indicator of the event B),

9{r X\ tu -  ■ ■ ■ tn-x) := (  lf K{-tu  ' ■ ' ’ *  0  (14)
І 0 , if hn ( tu . . . , t n_u t) = 0

(note that if h,n{t\,. . ., tn- 1 , t) — 0  then f^n\t\, . .. , ίη_ ι , t) = 0  by the condition of state­
ment, (2 )). Using (3), nonatomicity of the Lebesgue measure, the equality

for different, t,\........ t„l+...+„k, t (here k, I ,  s. Є N, h  > ■ ■ ■ > h ,  h s i  H--------¥ k*k = »  -  1), and
the condition from statement (2 ) (in the last inequality of the forthcoming calculation), we 
obtain

І„(«-1 ) | 2  = ν '  ____ίϋ :— 1 1 1 ------- x
'ni'lt ])®n IV . . .  Lks d . . . .  s k\

‘l s 1+"- + Ік"к = "-1

Ig [   ̂{t\, . . . , t\, ■ ■ . , --- f s fc , · · · 1 ^SH--- f s fc)| x
,sj  +  " + S f e  +  l 4------------v ----------S  '----------------------^ y
+ h h·.

f/ 1 1 ( l̂) · · · V к (̂ 'sH----hsk)dt\ ■ . . d ts,-|--- f skdt, —

П Σ n\
IV . . . l i ks i \ . . . s k.\

k j j . s j d N: j = l ,...,k, l,>->lk>l,
' 1 s 1 -+ l̂k-'‘k + ] = n

r/ 1 \ t x) . . . η 1* 1{t*1+-+sk)dt i ■ ■■d :̂ ■ 1

77!
" Σ 1  ̂ . . . l ^ s , \ . . . ( s k + l )\(sk +T)X

k,lj,Sj€H: j=l....k, h>->lk = h
h  » i  + · ■ + '*· i 'k i+*k  + 1 = n

П 1 ‘ i / , ; . ,  , )r//, . . . r//.S i -------- . , f//  <  n | F ( , l ) |gl t  <  OO.

Therefore the function (?(n~1) generates an element (an equivalence class) G(n 1} Є Ή^ιχ1 })їїРІ. 
It is easy to see that G(n_1) = F (n) (see Subsection 1.3): for the representative r;(n_1) Є
G(n_1) which is defined by (14) ^ n_1 ) (‘i, · · · , ·η ) = 9̂ η ^ ( ί ,  · · ■ , -n-i )  · Ιΐ·η{·\* ■ ■ ■ r n) z=

/(n) ( . j ........ ·„) є  F (n) because /(n) is a symmetric function described in the condition of
statement (2). Set G(·) := (Fn_i, G(n“1)). Now F  = f  G( t ) dMh so, the condition of state­
ment ( 1 ) is fulfilled.

2 ) (“(1)=>(2)”) Let the condition of statement. (1) be fulfilled, i.e.,

(P„ ,/*’·>) = J  (Pn- UG(r " ) d M h G'”- 1' е н % ; ' ] ® и ·

By definition of the extended stochastic integral it means that F (n) = G(,,_l\ but an element 
£( 77.-i) e  ^(n) satisfles the condition from statement ( 2 ) by construction.

The carryover of the result to the general case is trivial; we note only that if F Є (L ) and 
satisfies the condition of statement (2 ) then the formally constructed integrand G belongs 
to (L2) Ή because for each n  Є N we have |Ĝ n — n\ ( ^ or n  = L G.

F (1) Є П = therefore ||G||2  2)SK = I2 , <I ex  I —



Remark 2.3. Let F  G ( I 2) and  b e  p r e s e n t a b l e  in th e  f o rm  F  = E F + f  Q(t ) dMt, w h e r e  
Q ( · )  =  T , n = i ( p n - u G - n 1)) ,  S (n ^  G T ^ ext ^  ®  JS a  f o rm a l  s e r i e s  (i.e., this  s c r i e s  can  
d i v e r g e  in ( I 2) 0  Ή) and  f  Q[ t )dMt is a f o rm a l  s t o c h a s t i c  integral,  i.e., [  Q( t ) dMt = 
Y ^ =\[Pn-.Q(n~l)) ■ As. is e a s y  to see,  n o w  f o r  ea ch  n  G N F (n) = in K^\, t h e r e ­
f ore  F sat is f i es  th e c ond i t i on  o f  s t a t em en t  (2) o f  P ropos i t i on  2.1 w h e n c e  it, fo l lows that  F 
can b e  p r e s e n t e d  in f o rm  ( 1 2 )  with an in t e g rand  G G ( L 2 ) oc %  (n o t e  that, G φ  Q , g e n e r a l l y  
speaking) .  So, in wha t  fol lows,  in c o r r e s p o n d in g  p la c e s  w e  will w r i t e  “F  can be p r e s en t e d  in 
f o rm . (1 2 )  " w i th ou t  t h e  r em in d e r  that G G (L2) <g> Ή.

Remark 2.4. I f  F  = (Pn , F ^ ) ,  n  G N\{1}, c ann o t  b e  p r e s e n t e d  in f o rm  (12), on e  s ti ll  can  
def in e  th e  fun c t i on  b y  (14) and  c o n s t r u c t  th e  c o r r e s p on d in g  e l em en t  Є Ή^\.
But  n o w  F ^  φ  G(n~V in ?{^ l  ancl < \F(n)\ext ( t he  n o rm  |F(n)- G (n_1)\ext contains
in te g ra ls  b y  famil i es  o f  a r g um en t s  f or  whi ch  hn is equal to zero).

Corollary. I f  F  G (L2) and  is p r e s en t a b l e  in f o rm  (12) th en  th e  kerne ls  Є Ήΐ", ^
f rom d e c om p o s i t i o n  (6 ) o f  an in t e g rand  can b e  c o n s t r u c t e d  b y  r e p r e s en t a t i v e s  (14).

2.3 Clark-Ocone type formulas

It is described above how for a representable in form (12) random variable F  G (L2) to 
reconstruct a corresponding integrand G G (L2)®’H. But such a description is not convenient 
for applications. In this subsection we prove statements, in which an integrand G for a given 
F is presented in a more convenient for applications form.

We begin from some preparation. For n  G N\{1} and tn G R+ set hn (t,\, . . . ,  tn ) : =
n hn (t i ......../n), where the functions h,n are defined in (13); set also h\ = 1. Further, for
G[n) G Ή,';, «  Ч.  n  є Z+, set

<5 ( , t ) ( · ] ............. ·.„) : =  J  ^n+ ] (( i'........ ’ „ " r  l f  ^ + ‘ ( ‘ b  · · · ■■ ' n .  ·) ~f~ 0

^  ^n+ l(*l? · · · ) ’m ’) 0·

It is easy to see that G(n) Є ® H and

(15>

For G G (L2) ® H we define
OO

n=0

where the kernels G{n) are constructed by the kernels G(n) from decomposition (6 ) for G. It 
follows from estimate (15) that A is a linear c on t inuous  operator in (L2) Ή.

Theorem 1. Let  F  G (L2), b e  p r e s en t a b l e  in f o rm  (12) ( s e e  P rop o s i t i on  2.1) and  b e l on g s  
to  th e  d oma in  o f  th e  Hida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  ( s e e  (9)J. Then  th e  r ep r e s en ta t i on

F = EF + J Ad,FdMt (16)

is valid, w h e r e  f  AdtFd Mt := f  (Ad.F) ( t ) dMt .

Remark 2.5. In t h e  c las s i ca l  Gaussian (and Poi sson ian) ana ly s is  o n e  can r e c o n s t r u c t  F - E F  
f o r  d i f f e r en t iab l e  b y  Hida F  G (L2) b y  u s in g  o f  t h e  Clark-Ocone f o rmu la  i f  d .F is known.  
But, in th e  Meixner  w h i t e  n o i s e  ana ly s i s  i t  is n o t  t h e  ca se :  n ow  it is im po s s ib l e  to r e c o n s t r u c t  
e v en  (Pn , F (n)) (n G N \ { 1 } J  i f  d. (Pn ,F^n)) is known, g e n e r a l l y  speaking ,  b e c a u s e  dil f er cnt  
F ( ” ) Є can  c o i n c i d e  as e l em en t s  o f  3> Ή. Neverthe l es s ,  f o r  F sat i s f y i ng  t he
c on d i t i o n s  o f  T h e o r em  1 F  -  E F  can b e  r e c o n s t r u c t e d  i f  d .F is known. Bu t  for  su ch  a 
r e c o n s t r u c t i o n  o n e  has to  use t h e  ex t end ed  s t o c h a s t i c  in t eg ra l  in Clark-Ocone t y p e  f o rmula  
(16) b e c a u s e  Ad.F can  b e  n on in t c g r a b l e  b y  l td.

Proof.  It is sufficient to prove the theorem for F  = (Pn, F (n)), F (n) Є Ή^Ι,  n  G N\{1} (the 
cases n = 0 and n = 1 are trivial). Let us accept by definition jj := 0. Using the definitions 
of the Hida stochastic derivative and of the operator A, we can write

Ad.F = n (P n. u F™(·))  = n ( p n. i, /(n)('b ·' · ’ 'n~b )  = (P„  ........
' ”71 I'l l  · · · ! ' n — 1 ) ' j ’ ' flnY  b  ■ · · ■ '71 b  Ί  ’

where G F ^  Є ΉεχΙ is a s y m m e t r i c  function described in statement (2) of Proposi­
tion 2.1 (note that if for a family of arguments . . . ,  tn-\, t, G R+ hn (t\, . . . ,  i n_i. t) = 0 then 
f ^'Ht i , . . . .  tn-\, t) =  0). But by construction of the kernels of the extended stochastic inte­

gral (see Subsection 1.3) we have now — f ( n) £ f("), whence j  (Ad.(Pn . F (n)) ) ( l )dM,  = 
(F„, F (n)), which is what had to be proved. □

Corollary. I f  F  G (L2), can b e  p r e s e n t e d  in f o rm  (12) and  b e l o n g s  t o  t h e  doma in  o f  th e  
Hida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  th en  an in t e g rand  G fr om  (12) can b e  p r e s e n t e d  in th e  form

G(-) = AD.F

Formula (16) can be interpreted as a Clark-Ocone type formula in the Meixner white noise 
analysis, but this formula is not a direct analog of classical Clark-Ocone formula (1). In fact, 
if μ  is the Gaussian or Poissonian measure then, as is easily seen, for G G (L2) H we have 
(AG)(·) = X^L 0 (F,t, where G(n) G T~L®n x> Ή are the kernels from decomposition (6 )

for G. On the other hand, one can understand G as the family of functions gQ : R + —> (L2) 
(\\ga \\(L2)®n < oo, a  G 0 —some set of indexes) that is defined by an arbitrary representative 
(jn G G and is such that for arbitrary « 1 , 0 : 2  G Θ ||г;Пі — g n.z ||(/̂ )$ш = 0. In this case 

G (L2) & Ή is an equivalense class in (L2) <8 > Ή that contains the family of 
functions R + 3 i 4  E{.7 u(/)|j-( }, rv G Θ, and even for G of form G(-) = d.F,  F  G (L~), we 
have E{G(-)U} = Σ ,η = ο (Ρ η ^ (η) ι[ο.·)η) Φ [AG){·), generally speaking.

Let us obtain a direct analog of formula (1) in the Meixner white noise analysis. For 
n G N and t\, . . ., tn , t G R+ set

1, if V, C {1......... //} : (V/ G {1..........n}\{*} U φ  I,) l t < /,
0, in other cases,

i.e., X n A U , ____ t .„)  =  1 if all t i  of the m u ltip lic i ty  one are sm aller th a n  t .  For example,
\ з 5 ( 6 , 6 , 4 )  =  1 ( 4  <  5, 6 has the m ultip lic ity  two), b u t \ з . 5 ( 6 , 4 , 4 )  =  0 (6  >  5, 6 has



the multiplicity one). Set also χ0)· = 1- For F  Є (L2) and t, Є K+ define an operator 
E{F|*} Є ( I 2) by setting

OO
E { F U } : = ^ { F „ , F ( ”»x„ ,) ,  (17)

I n = 0

where F (n) e  are the kernelsJrom decomposition (4) for F.  As is easily seen, we have 
\F{n)xnj\exl < |F^||exi, therefore E{ o |̂ (} is a linear continuous operator in (L2).

R em ark  2 . 6 . We use  f o r  t h e  o p e r a t o r  E{o|^( } t h e  no tat i on  that  is s imi lar  to t h e  d e s i gna t i on  
o f  a c ond i t i ona l  expe c t a t i on  b e c au s e  t h e s e  op e r a t o r s  a r c  s imi lar  in a s ens e :  cf. (17) and
(11). Moreove r ,  it is e a s y  t o s e e  that  in t h e  Gaussian and  Poi s sonian ca s e s  E{ o |jc-,} = 
E{ ° !jt, } b e c au s e  f or  n  є  Ν χ η<ί = l[o,t)” in 7ί®η (i.e., t h e s e  two  f un c t i o n s  b e l o n g  to t h e  s ame  
equ i va l en c e  c lass  in thi s spac e ) .

Theorem  2 . Let F  є  (L2), b e  p r e s en t a b l e  in f o rm  (12) ( s e e  Pr opo s i t i on  2.1) and  b e l o n g  to  
t h e  doma in  o f  t h e  Hida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  ( s e e  (9)). Then the  r ep r e s en t a t i on

F — E F  + J  "E{dtF\jrt }dMt (18)

is valid.

R em ark  2.7. I f  the  kernel s F (n) f r om d e c omp o s i t i o n  (4) f or  F  can b e  c o n s i d e r e d  as e l em en t s  
<>f'fI ( s e e  Subs e c t i on  1.2) t hen f o rmula  (18) r e d u c e s  t o  (10).

Proof .  It is sufficient to prove the theorem for F  =  (Pn, F (n)}, F (n) Є n  Є N\{1} (the 
cases n  = 0 and n  = 1 are trivial). Let Є F ^  and be a symmetric function described in 
statment (2 ) of Proposition 2.1. Then for almost all (with respect to the Lebesgue measure)
І Є R + a , (/’„./(">) = » (/ > , .„ / « ( ( ) ) ,  = n ( / v b /«“Hi)*,,-,,,), and

j  E{ch (K .  F<"')\r ,}dM,  = J
Therefore we have to show that n f > \ ^ , _ h . є F™ in H{”\. Using the construction of
f {n){-)Xn--1 ,., (3), nonatomicity of the Lebesgue measure and the fact that is a symmetric 
function satisfying the condition from statement (2 ) of Proposition 2 . 1 , we obtain

|f '"> -  = I/1"’ -  « / ' " Η ό ^ - , , ι ΐ

Σ
I ext

n\
XZ IS  1 j S k - 1 I I

k , l j ,S je N: j = \  k.  h>l2>->lk=l, 1 "  ' k - 1  * 1 ------ s k-

+s*-i > --- l-Sfc-i+b · · · j -]---Μ*,) *

^  ̂  І Ц +■·■ + ** . i + l < t* i+ -+ *fc,t*i + ...+*fc_ i+ 2< t*i+...+*fc t* i+ -+ *fc- l < t*I + ...+*fc>

l{t*I+...+, fc<tn  + ...+Sfc_ i , tn +...+*fc_ 1 + l<t»1+...+, fc —.......t*1+...+»A. -2<in  + ...+»fc_l} — · · ‘

^{‘* i+ -  + -.fc_i+ 2< tn +... + «fc_ i  + l , i , 1 + ...+.fc_ 1+ 3 « * 1 + ...+*fc_ 1 + l .....ί Λ1Η---- |-,fc < i , j  +...+efc_ 1 + 1}]

ф - ' і к ) . . .  V fc- 1_ 1( i i l +...+efc_1) d i i . . .  d t 8l+...+8k = 0

(for di f f e r ent  tSl-|__bsfc-i+i, · · ·, tSl+...+Sk one and only one indicator in this calculation is equal
to one; other cases can be ignored because

i l l  k ( { ί 5 ι_| fsfc_i + l j · · · ,  f s k } ·

3 i , j  Є {.Si + · · · + Sk- 1 + 1 , ·.. , .Sj + · · · + Sk} : і ф j ,  U = t j )  — 0 ,

where m  is the Lebesgue measure on M+), П

R em ark  2.8. One can i n t r o d u c e  a l inear  c on t i nuous  o p e r a t o r  E{ ο (·)|^ } in (L2) ї ї  T~L by  
s e t t i n g  (cf. {17))

OO

E {G (-)k}  : = Σ ( Ρ η , α ^ Χη,·), (19)
n--0

w h e r e  G(n) Є Т-іехі ї їН  are  t h e  kerne l s  f r om d e c omp o s i t i o n  (6 ) f or  G. In this c a s e  f o rmu la  (18) 
ho l d s  t rue  i f  w e  a c c e p t  b y  de f ini t i on f  ~E{dtF\j:t }dMt := J  E{<9.F|jr } ( t ) dMt (cf. T h e o r em 1). 
Note  that  i f  G Є {І2) ї ї  Ή, and  д Є G is a r e p r e s e n t a t i v e  o f  G then t h e  f un c t i on  1R+ 9 t H> 
E{g(i)|jrt} є (L2) ( s e e  (17)J g e n e r a t e s  t h e  equivalence c l ass  in (L2) ЇЇ Ή that  c o i n c i d e s  wi th 
E{G(-)U} (see (19)j.

R em ark  2.9. Clark-Ocone  t y p e  f o rmulas  (16) and  (18) we r e  p r o v e d  unde r  a v e r y  r e s t r i c t i v e  
a s sump t i on  that  a r a nd om var iabl e  F  Є (L2) is d i f f e r ent iabl e  b y  Hida. But  o n e  can eas i l y  
avo id  thi s r e s t r i c t i on  c o n s i d e r i n g  d. as a l inear  c on t i nuous  o p e r a t o r  a c t i n g  f r om  (L“) to 
(L2)°_! <g> Ή, wh e r e  (L2)°_1 is t h e  s o - c a l l e d  ’paramet r ized Kondra t i e v - t yp e  spa c e  o f  regular  
g ene ra l i zed  f un c t i o n s  [13], and  i n t r o du c i n g  A and  E{ о |л } as l inear  c on t i nuous  o p e r a t o r s  in 
(L 2 ) 0  j <g> Ή. and  (L2 ) 0  , c o r r e s p on d i n g l y  b y  ana l o g y  wi th  de f ini t i ons  g i v e n  above .

As we can see, the use of the extended stochastic integral and of special operators in 
Clark-Ocone type formulas is stipulated by properties of the generalized Meixner measure. 
Nevertheless, in some particular cases one can use the Ito stochastic integral and the condi­
tional expectation. Let us consider the question about this possibility in more details.

T heorem  3. Let  F  Є (L2) and b e l o n g  to t h e  d oma in  o f  t h e  Llida s t o c h a s t i c  d e r i va t i v e  ( s e e  
(9)). Then  the  f o l l ow i ng  s t a t em e n t s  ar e  equival ent :

(1) F  can  b e  p r e s e n t e d  in f o rm  (10);

(2) f o r  ea c h  n  Є N\{1} t h e  kerne l  F (n) Є 7^2  f r om d e c omp o s i t i o n  (4) f o r  F has  a r e p r e ­
s e n t a t i v e  / (п) Є F (ri) s u c h  that  f {n)( tu . . . ,  tn ) = 0 i f  t h e r e  exist  i, j  Є { 1 , . . . , η}, ι Ф j ,  
s u c h  that  m ax{ ii , . . .  ,£„} = U = tj (i.e., i f  t h e  mu l t i p l i c i t y  o f  maximal  t. Є tn}
is g r e a t e r  than one) .

R em a rk  2.10. It is e a s y  to s ee ,  i f  f or  s o m e  F  Є (L2) t h e  c ond i t i on  o f  s t a t em e n t  (2) o f  this 
t h e o r em  is ful f i l l ed ( for exampl e ,  it is s o  in t h e  c a s e  η — 0 ( s e e  (2))) t h en  t h e  c ondi t i on  o f  
s t a t em e n t  (2) o f  Pr opo s i t i on  2.1 is ful f i l l ed too.



Proof .  It is sufficient to prove the theorem for F = (Pu, F (,,)}, F (n) є  Ή.^1, n  Є Ν\{1}.
1) ( (2)=^(1)м) Let f ^  be a representative of F ^  that is described in the condition of 

statement (2 ). Without Joss of generality one can assume that f {n) is a symmetric function. 
Using ( 1 1 ), properties of the extended stochastic integral (see Subsection 1 .3 ). and the 
fact that it /Yl[0 ,in)n-i ( t\, . . . .  tn_\) = 0  then j^n)( t\.. . . ,  tn ) — 0  by the condition from 
statement: (2) (because Pr l [Q Lny ,-\(/b . . . .  /„_,) = 0  if and only if the multiplicity of maximal 
/.. Є { / 1 ---- is greater than one), we obtain

I  E{dtF\jrt }dMt = j  E f ^ ) \ r t }dMt. = j  n(P„_i ,  f (n\ t ) l [0l)n -\)dM, =

/Vl;„.,iin : (· , ........= (Pn . f (n)) = F.

2 ) (n(1)=»(2)») If F  = (F„, F (,t)) can be presented in form (10) then, as is easy to cal­
culate, п Я п>(-)1 [0>.)п-і = fW . But by construction the equivalence class п Я п)(')1|0.)я-і є 
7i\Ji contains a function /М that satisfies the condition from statement (2 ): one can consider 
a s y mm e t r i c  function f {n) Є F (n) in and set

f ) f / (n)( l̂...... f'n), if P r  1 [од„ )n - 1 (i і , ·. . , ίη_ i ) Φ 0
I 0· if ^ Ί (πλ ,)” i ( ί ι ........ *n-i) = 0 .

□
Proposition 2.2. Let F Є (L2). b e l o n g  to t h e  d oma in  o f  t h e  Hida s t o c ha s t i c  d e r i va t i v e  
( s e e  (9)) and b e  p r e s e n t ab l e  in f o rm  (10) ( s e e  Th e o r em  3). Then  E{d.F\jr } = E{d.F\jr } 
in (L2) У H ( s e c  Remark 2.S).

Proof.  It is sufficient to prove the statement for F = (Pn, F ^ ) ,  F {n) є H[nJL, n Є N\{1} 
(the cases n = 0 and n  = 1 are trivial). Let /(,l) be a representative of F (n) that is described 
in the condition of statement (2 ) of Theorem 3. It is sufficient to show that /(η)(·)\«-ι = 
,/(,lH')l[ o. · ) " - 1 in n {ext ] $)T-L. Let t \, . .  І Є R+ and be such that f ' ^ ( l \ I )
is wdl-defiru'd. As is easy to see, if Xn_h,.(/.,,. . -  1 |(M)„ , (/ , , . . φ  0  tnen the
multiplicity of max{ii----- tn_u t} is greater then one, but in this case f {n)( tu  . . . ,  t.n_u t) =
0 . So, in any case ./'(,i)(/| ,, Ι)[χη . . . .  ) -  l [0,t)„-i j )] = 0  and
therefore |./(,ι)(·)[\'π—1 ,. -  1 [0 ,-)n- 1 ]lw(^-1)(8W = o, which is what had to be proved. □
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Качановський M.O. Формули т и п у  Кларка-Окона у майкснерівському аналізі, білого шу­
м у і! Карпатські математичні публікації. — 2011. —■ Т.З, Л‘°1. — С. 56-72.

У класичному гауссівському аналізі формула Кларка-Окона дозволяє відтворити гіід- 
інтегральну функцію, якщо відомий стохастичний інтеграл Іто. Цю формулу можна за­
писати у вигляді

F = E F +  j  E {dtF\f, }dW t ,

де функція (випадкова величина) F  є квадратично інтегровною за гауссівською мірою та 
диференційовною за Хідою; Е — математичне сподівання; Е{о|^-( } — умовне математичне 
сподівання відносно повної σ -алгебри Ft, породженої вінерівським процесом W  до момен­
ту часу d.F  ~  похідна Хіди F; f  o(t)dW t — стохастичний інтеграл Іто за вінерівським 
процесом.

У цій статті ми пояснюємо як відтворити підінтегральну функцію у випадку, коли 
замість гауссівської міри розглядається так звана узагальнена міра Майкснера μ (в залеж­
ності від параметрів μ може бути гауссівською, пуассонівською, гамма мірою та ін.), та  
отримуємо відповідні формули типу Кларка-Окона.

Качановский Н.А. Формули ти п а  Кларка-Окона в майксиеровском аиализе белого шума 
// Карпатские математические публикации. — 2011. — Т.З, №1. — С. 56-72.

В клас.сическом гауссовском анализе формула Кларка-Окона позволяет восстановить 
подьінтегральную функцию, если известен стохастнческий интеграл Ито. З ту  формулу  
можно записать в виде

F  = E F +  I  E {d tF\F,}d W t ,

где функция (случайная величина) F  квадратично интегрируема по гауссовской мере п 
дпфференцнруема по Хиде; Е — математическое ожидапие; Е {  о \jrt } — условное мате- 
матическое ожидание относительно полной σ -алгебрьі F t , порожденной винеровским про- 
цессом IV до момента времени t ; d.F  — производная Хидьі F', f  o(t,)dWt. — стохастнческий 
интеграл Ито по винеровскому процессу.

В зтой статье мьі обтясняем как восстановить подьінтегральную функцию в случае, 
когда вместо гауссовской мерьі рассматривается так назьіваемая обобщенная мера Майкс- 
нера μ  (в зависимостп от параметров μ может бьіть гауссовской, пуассоновской, гамма 
мерой и др.), п получаем еоответствующие формули типа Кларка-Окона.
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EXPONENTIAL TYPE DISTRIBUTIONS AND A  GENERALIZED 
FUNCTIONAL CALCULUS FOR GENERATORS OF Cq-GROUPS

Lozynska V.Ya. Exponential type distributions and a generalized functional calculus fo r  gener­
ators of Co-groups, Carpathian Mathematical Publications, З, 1 (2011), 73 84.

The properties of a dual space to a space of entire functions of exponential type of many 
complex variables, that on the real subspace belongs to Lp(K") (1 < p < oo) are described. 
A functional calculus for generators of strongly continuous groups of bounded linear operators 
on an arbitrary Banach space in a Fourier-image of such dual space is constructed.

I n t r o d u c t i o n

In this paper we consider a space of entire functions of exponential type for which their 
restriction onto the real subspace belong to Lp(Rn) (1 < p < oo) .  This space has a property 
to be invariant with respect to the action of partial differential operators. This property al­
lows us to introduce in the dual space of linear continuous functionals (so called exponential 
type distributions) a convolution operation and we can consider this space as a convolu­
tion topological algebra. In the Fourier-image of such algebra we construct a functional 
calculus for generators of strongly continuous multi-parameter groups on a Banach space. 
This functional calculus is a generalization of the well-known Fourier operator transform for 
convolution algebras of measures [8 ],[2 ] and the calculus for generators of nonquasianalytic 
groups in algebras of entire functions of exponential type |12|. This approach gives an effec­
tive method for investigation of differential operators and functions of them. We construct 
the functional calculus as generalized functions of generators of Co-groups. In practice some 
generalized functions (δ-functions) of concrete operators appear in the Quantum theory |3|,
ΚΙ·

The existence of the structure of the convolution algebra on the space of exponential type 
distributions follows from the invariant properties in this space with respect to differential 
operators and plays a crucial role to construct the functional calculus. The invariant proper­
ties of subspaces of exponential type of entire functions in a wide context exponential type 
vectors of unbounded linear operators on the Banach spaces are used in the operator calculus 
[14], [10], [5], in the theory of Differential equations [14], [6 ] and in the Approximation theory 
in Banach spaces [6 ], [15].

2000 Mathematics Subject Classification: 47A60.
Key words and phrases: exponential type distributions, generalized functional calculus, Fourier-image.



1 A l g e b r a s  o f  e x p o n e n t i a l  t y p e  d i s t r i b u t i o n s

1.1 Spaces of entire functions of exponential type

We define a space of test functions and prove its basic properties. Let Lp(Wn) (1 < p  < сю) 
be a complex Banach space of functions φ{ί), t = ( t\,. . . ,  tn ) Є Mn, with the norm

l/p

m\LP \<p(t)\p dt

We use next notations k = (k\, . . . ,  kn ) Є Z” , \k\ = k\ + . . .  + kn, k\ = k\ \ ■ ■ kn\,
hr  = (k\r , . . . .  knr)  for r Є C, Dk — Dkl . . .  where Dj = —id/dt j  for all 7 ' = 1 ,  n.

k k ( k ■ — 1 The domain of 1 he operator of part ial differentiation £) -J is: doui (Dj1) ξ  {φ £ doin (D-J ) :
ϋ , φ  Є  doin (Dkj J ')} for kj > 1, doin (Dj )  = Lp for kj — 0 for all j  — Ι , . , . , η .  Hence,

doni (D ) = Π d o iu (L y ) is the domain of the operator D .
,i= 1

If φ Є  Lp(Rn) and ф £ Lq(U.n), where — і—  = 1, then convolution is defined by 

( φ * φ ) ( ί )  := j  ψ(β )φ( ί  — s ) ds.  For p = 1 the space L\(Rn) is a Banach algebra with respect
Rn

to the convolution.
Let us consider 0 1 1  Lp(Rn) the following isometric shift group

7;  -  e - i(! lDl+ "+ !"D") : φ( ΐ )  — ► p ( t  -  s) ,  s = (s i ,  . . . , s n ) Є M",

where 1) і = —ід/д і й  . . . ,  Dn = —id/dtn arc the operators of partial differentiation.
For an arbitrary vector і/ = , . . . ,  un), Uj > 0 (j = 1 , . . . ,  n)  we define the space

IflVIlL,
:=  { ї , є  П dom(D‘‘) : М і г ;  = supV ' ' І.С7ПI.p7n l/k Jp < OO

where fc = (/сь . . . ,  /en), uk = ukl · . . .  · i/*n, = D\x . . .  D„n. From the next inequality
l„ < \\φ\\ε<· which is true for an arbitrary φ £ Εζ it follows that the embedding Εζ C

Lv (Wl) is continuous.
In the class of entire analytic functions of n  complex variables Cn 9 t + гт — > Φ(t + i r )  Є 

C we consider a subspace Л4р = A4p (Cn) of functions Ф such that for cach fixed vector 
r  = ( τ ι , . . . ,  тп) £ M" a corresponding function of n  real variables R” 9 t — > Φ(ί + іт) 
belongs to the space Lp(Kn) such that the norm

l/p

Щ\м" = sup exp ( V
тЄКп V ,J = 1

-Vj \D ІФ (i + ir)\pdt

is finite. It is know [13] that the spaces M ?  consist of the functions of exponential type.
Functions Ф(t + i r )  from the class M p such that each φ( ί )  = Ф(£ + гО) Є Lp(Rn) satisfies 

the Bernstein’s inequality ([13], III, 3.2.2) ([1], IV, 8.3) on Rn:

E x p o n e n t i a l  t y p e  d i s t r i b u t i o n s  a n d  a  g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n a l  c a l c u l u s

Theorem 1. (i) The  m a p p i n g  M p 3 Φ(ί + іт) — » ψ( ί )  := Φ(ί + гО) Є Εζ is an i s om e t r y  o f  
t h e  n o r m e d  spac e s .

(ii) The  emb e d d i n g s  E'p C Lp(Kn) are  i s ome t r i c .
(iii) The  s p a c c s  Ep are  invariant  wi th  r e s p e c t  t o  t h e  a c t i on  o f  t h e  g r o u p  TL.,, and  the  

r e s t r i c t i on  l \ s : Evp — > Ep is an i s o m e t r y  o f  t h e  n o r m e d  spac e s .

Proof ,  (i) Let Ф Є M p. A restriction tp(t) = Ф of a functions Ф(t +іт) Є M p on the real 
subspace Шп satisfies the Bernstein’s inequality (1)

Wd ^W l,  < v kM Lr (УФ Є (2)

where uk = ■ uk" . From (2) we obtain ||v?||̂  < IMU,,· From the definition of the
norm of the space M'p it follows ||v?||lp < ||Ф||л<̂ (νΦ Є M p), i.e. М р |^n C £p .

(i r ) k ϋ κ φ
Conversely, let ψ Є 8p. Let us consider the power series φ{ί + іт) = 2_  ̂ ----- Tj-----■ 1 lic

l*l=o
following inequalities

( /  M  t + i r m )  ’" < £  L l E M b  <  M h  exp ( £  φ λ
V  ifci=° ' v j=i

are valid so ||Ф||л̂  ̂ < II ÎUp- The series is convergent and the function ip(t + іт) is an entire 
function of class M p. Hence Ep C M p |^n and we obtain Ep = M'p |^«.

(ii) Since \\ip\\Lp < \\φ\\ε», then ||̂ ||Lp < \\φ\\ε . < \\φ\\1ρ < ЦФЦм- < \\ψ\\τν (Vψ Є  Ер ) 
and a necessary isometric isomorphism is Ep = λΛρ |^n. In particular Ep C Lp(Wl).

(iii) For all k Є Z" and s Є Rn next equality \\T̂ sDktp\\Lp = \\Dk̂ \\Lp is valid. From
the identity Dkij)(s) — T- tDk<f(s), where ψ  : Rw 3 ,s —> Τ - 3φ( ί ) ,  we obtain \\Окф(.ч)\\ір =
||DV(s)|Up. Then the inequality (1) has the view \\Пкґф\\ьр < uk ||̂ |UP· From this we obtain 
the inequality

( / m + i T ) \ 4 t ^ j  < м ь  exp ^ ^ uj\Tj\j,
R" J = 1

then ф Є M p. П

Theorem 2. Ep are  Bana ch  spac e s .

Proof .  Each of operators Dj  on Lp(Rn) ( j  = 1---- - n) is a generator of a one-parameter
isometric shift group [9]

φ{ή  ̂φ{ί\) · · · i tj-i, tj Є;у, tj + li · · · 1 ^n)·

We use the inequality ||-D*VlkP < Ψ e  £p ôr  ̂ ^ ^+· ^  Wm} is a Cauchy
sequence in Ε", then {Dkφη } is the same sequence in Lp(Rn) for every fixed k. To the 
induction (by k) and that Dj  in Lp(Rn) is closed it follows that there is a function φ Є Ьр(Жп), 
for which

lim I p V m - ^ V l U  = 0  (3)



for any k. Then for any ε > 0  there is a number т( є )  such that

IIDkψηι -  Dkipt\\L ε _ є є  
||*>„, -  Ψί\\ε“ < 0 s|max(e)-----------^ -----------+ -  < -  + -  = £ (4)

for all τη, I > τη(ε). Thus \\φι\\ε» < ||^m(e)ll  ̂ + \\Vm{e) -  ψι\\ε$ < ||̂ m(e)||f̂  + ε for all 
/ > m ( e ).We take a limit in the last inequality for I —> oo and use the inequality (4), we 
obtain \\φ\\ε» < \\φιη{ε)\\ε- + ε. Thus, φ Є £p . We take a limit in (4) for I -»  oo and use (3), 
we obtain Ki fm — ψ\\ε» < ε for allm  > τη(ε).  The theorem is proved. □

Let
ερ := (J/; = limmd C;

be the union of spaces endowed with a topology of the inductive limit, where the embeddings 
£ p C  £  p are continuous. The vector μ  = (//,],...,//„) is such that U\ < μ , χ , . . . , ν η <
The locally convex space £p we will call a space of test functions. The space £p belongs to 
the domain of differential operators Dj  and is invariant relatively to their action. From a 
property of regular inductive limits (see [10], [14]) it follows that every bounded subset S of 
the space £p is bounded in some £p .

1.2 Distributions of exponential type

We introduce exponential type distributions. We show that the space of exponential type 
distributions is a convolution algebra.

By £'p we denote a dual space of £p with a weak topology. The duality (£'p | £p) can be 
determined by a bilinear form (/ | φ) := (/„ | φ),  where v  is an arbitrary vector such that 
φ  Є £p and f u := f\^.  Functionals / Є £p will be called exponential type distributions.

For any / e £' and φ Є £p the following relation

(D*7 I Ψ) =  ( - 1 ) и (/ I D V ) {k Є Z” )

correctly defines an operation of a generalized differentiation of distributions.

Theorem  3. [11] The  c on t i nuous  and d en s e  emb e d d i n g s  £p C  Lp(Mn), LP(WL) C  £'q. whe r e  
1  1 ,—I—  = 1  arc valid.
V 4

A convolution of a distribution / Є £p and a function φ  Є £p will be defined as the 
relation

( Ι * φ ) ( ί )  := ( f ( s )  I <p(t + s)) = (/(s) | T_syj(i)) = ( f ( s )  | T_ty>(s)),

where /(.s) denotes an action of a functional / on a function T. _ , 5 </?(£) by .s.
Let, £(£p) be an algebra of linear continuous operators on the space £p with a strong 

operator topology.

Theorem  4. Let f . g  Є £'p and  ψ  Є £p. The  s p a c e  £'p is a c om mu t a t i v e  a l g ebra  wi th r e s p e c t  
t o  a c onv o l u t i on  d e f i n ed  b y  t h e  r e lat ion

i f  * 9 ) *  <P '■=

The  map p i n g  £' 3  f  — > K f  Є C{£p), w h e r e  Κ }φ := / * φ, is an a l g eb ra i c  i s omo rph i sm on 
a c om mu t a n t  o f  t h e  g r o u p  T„.s in t h e  a l g eb ra  C(£p). The  c onvo l u t i on  l ias p r o p e r t i e s

Dk( j  * ¥>) = / *  (B V )  = ( - l ) w ( 0 ‘ /) * Ψ,

Dl!( f , g )  = (Dkf ) , g  = f , ( D t 9)

f or  a n y  k Є Z“ .

Proof .  For ψ Є £p we have Ц/С/^Ц  ̂ < ||/„|| \\Τ..,4 φ\\ε .̂ From Theorem 1 (iii) \\Τ-.,φ\\ε»
11V? 11 ε;;, then K j  Є £{£p ), V гл Thus, K j  Є £(£p).

From Theorem 3 there are functions r/7  e Ly(IR") such that liin7  ry7  = 9  in £'. The 
duality (L(,{Rn) \ Lp{ 1R")) is defined by (c/7  | ψ) = J g 1 (r)(p{r) dr,  then (r/7  * φ){1 ) =

R"
f  g 7 ( r )T - t.ip(r) dr. The function Rn 9  r  — » Ί\.^,φ(τ)  Є £p is continuous for fixed /,. And

Rn
then

/ * {9 ί  * ψ )  = ( f ( s )  I T -S{g1 * v?)(i)> = </(s) I J  9 i{r)T_s_^{r )  d r )  =
r  '*

У  ,9 ->('/')(/(s) I T_s_t^(r)) dr  = (,g7 (r) I (/(s) I T_s_tV>(r))) = 9 Ί * (/ * ^)·
K"

From this / * ( <7 ■* </?) = lim7  / * (,g7  * φ) — lim7  g 1  * (./ * </?) = g  * (,/ * у )·
Let us prove an isomorphism of the space £' to a commutant oi the group T s . Let J  C h'p

and φ Є  £p. From the definition of the convolution and Theorem 1, we obtain Ц/ * ^|j^; < 
ll/ll^ ||v?||l(J, where ||/|| -̂ the norm of restriction of a, functional J on £p . Then from

Dk{f * ψ){ί) = ( f { s ) , T-s  Dkip(t)) = { f * D kip){t) it follows \\/*φ\\ε- = sup — — <

\υ'\\ε·Ί\φ\\ε·; ■ The embeddings £p C £p are continuous then F  Є £{£p ) and we have F  Є 

£(£p). The relation
KfT-s<p =  Τ-,Κ/φ (Vv? Є £p. s Є R n) (5)

follows from the equalities (/ * Τ^„ψ){ί) = (/ * <̂ )(£ + s) = Т1.ч(/ * < )̂(0·
То prove the converse, let Є £р. The mapping / : φ —> {F<f)(0) is a functional / Є £;'.

From this we obtain (Fi/?)(0) = ( / , φ) = [ I  *ψ ){0)· Replacing ψ by T. ιψ and using (5), we
have K j  : £p 3 φ — > f  * φ .

Now we prove differential properties of the convolution. Obviously, Dk(J *φ)(1) = ( J  {s) | 
T_sDk(p(t)) — (/ * Dk\p){t). Next relations

(/ * = </(s) I T_w ( s ) )  = (f { s  + t - t )  I <̂ (s + i)) = { T - r f ( - t )  I

are valid. Then we have Dk{f* tp ) ( t )  = ( - l ) ^ ( l  \ r (Dkf ) ( - t )  | φ(ν ) )  -  ( - l ) |fe| (Dfc/ * )(/·)
and Dk (/*«/)* f  = ( - l f ( / * i i ) * O V = ( - l )'" / * (У * # V )  = f  * * r ) = (/ * /У) *
Using the commutation we obtain Dk( f  * g )  — Dk(g * J )  — g  * DkJ . LI



C oro lla ry  1.1. For an a rb i t ra ry  d i s t r i but i on f  Є £'p and  a v e c t o r  u t h e  s u b s pa c e  £p is 
invariant  r e l a t i v e l y  t o K j  and  I ( j u Є £{£p )·

C oro lla ry  1.2. Let f  Є £' aη ά φ  Є £p, ф Є £4. w h e r e — I—  = 1. Then  (/★<,φ)*φ  = [*(φ*φ) .
p  q

Proof .  Since f  -k φ e  £p then [ ( f  * φ) * ip\{t) = J  (/(s) | Τ - 3φ{τ))Ττφ{ί) dr  = (f ( s ) | 

T-a f  ψ{τ)Ττφ{ί) dr)  = [ f  *' (φ * Ip)](t). □
R"

1.3 The Fourier transform ation

We introduce the Fourier transformation onto the space of exponential type distribution. 

For p = 1 let us denote £\ := < φ(ξ)  = f  e~u '^( t , ) d t  : φ  Є £v >, for 1 < p  < oo
[ Rn J

£v := |V(0 = Л »  : φ Є £P}, where t · ξ := + . . .  + ί ηξη for any ξ = (&,. . . , ξη ) Є Rn.

The Fourier transformation is a linear isomorphism T  : £p 3 φ (ί) —-> ψ(ξ)  є  We 
endowed £p with a topology relatively to the mapping J

Using the isometry £p ~ Л4р(Сп) from Theorem 1  and the fact that Fourier-images of 
exponential type functions are finite [13] we can define an inverse transformation by the 
formula for p  = 1

I  1 : £λ 3 φ(ξ)  --- > φ ( ή  = j β%Ηψ(ξ)  άξ  Є £\.
Rn

for 1 < p < oo that is an inverse mapping J 7 - 1  : £p 3 φ(ξ)  — > φ( ί )  Є £p.
The duality {£' \ £p) defines an adjoint mapping to the inverse one

7 *  : = 27r(Jzr~1)' : E'p 3 f  —> / Є E'p, where {/ | φ) := (2π)"(/ | φ).

Its image £'p, that generates a duality (£' \ £p), we endow with a weak topology that coincides 
with an inductive topology relatively to J r#.

We use the symbols y?-(i) :=

1  1
Theorem  5. For any  f , g  Є £' φ Є £p, Ф Є £„, wh e r e  -  + -  = 1, t h e  Four i er  t rans f orm

___  л _ V q
has  p r o p e r t i e s  φ * ф = ψ ■ φ, f  * φ = f  ■ φ_,  w h e r e  ( f  · φ_ \ ф) = ( f  \ φ_ ■ φ)  and  the  
s p a c e  £'p is a c ommu t a t i v e  a l g ebra  wi th r e s p e c t  t o t h e  mul t i p l i cat i on,  that  is d e f i n ed  b y  t h e  
r e lat ion (g ■ f  \ φ) = (g \ f  · ψ). Moreove r ,  t h e  f o l l ow ing  equal i t i e s  д  * f  = д  ■ f ,  Dkf  = 
(— (V А; Є Z+) are valid.

Proof .  Using the Corollary 1.1, we have

(/*¥> I Φ) = (2 tr)"(/*V 3  I φ) = (2 ττ)"[(/* φ) *ф](0) = ( 2 тг)п[/ * (ψ * ^ )]( 0 ) = 

(2 ττ)η(/ I φ * φ )  = (/ I = (/ I · Φ) = ( / ■ I Φ)·

The correctness of definition of the multiplication follows from next equalities

{ 9 * ί \ ψ )  = (2 π )η(0 * /  I ψ) = (2п)п [{д* f )  *<^](0 ) = (2 π)η[ρ * (/ * v?)](0 ) =

( 2 п ) п ( д  \ f  *  φ) =  {д \ f  *  <p) =  (д \ f  · φ - )  =  (д ■ f  \ φ- ) ·

Since Є £р{Шп), then ( D fc(/?)(£) =  ξ >ίφ ( ξ )  Є £p(U n ). Hence

( Щ  I φ) = ( 2 rr)n (Dkf  I = (2π)"(-1)*</ | Dktp) = ( - l ) fc(/ | Dhp) =

{ - і ) Ч Ї \ Є ї )  = ( { - О кї \ ї ) ·

2 F u n c t i o n a l  c a l c u l u s

2.1 Finite functions of the generators of Co-groups

We construct finite functions of generators of strongly continuous groups of bounded 
linear operators on an arbitrary Banach space.

Let {Λ", [I · [j} be a complex Banach space, C{X) be an algebra of linear bounded operators 
on X with a uniform norm || · |І£(Л') and U : Rn 9 t — > Ut Є £(X)  be an ?i-parameter 
Co-group on X. For every index j  = Ι , . , . , η  generators are determined by D j U r . r ^  
— A j X ,  where x  Є V(Aj).  Let the operators Aj : V(Aj) C X — > X be closed and densy 
determined. We denote A := (A\, . . . ,  An). An example: if UL = Tt and X — LP{R") t.hen 
DjTιψ — —d/dt jT\φ for φ Є Lp(Rn).

Let us assume
(  \ 1/9

\\u tx \\q '= ( /  l l ^ ^ l l 9 ^ )  - ll^lli :== i n f  { C  : \\Utx\\q < c\\x\\, x e x j ,

\Kn /

where -  + -  = 1. Let the group satisfies the condition 
p q

ІІВДІ, < ІКЛММ! (V;/: (- x ) .  (())

In the case p  = 1 the condition (6 ) is equivalent to a uniform bound of the group. For 
example, the condition (6 ) is true for the shift group Ut = Tt on X = Lp{Rn ).

Theorem 6. Let φ Є £p and  t h e  g r o u p  U sa t i s f y  t h e  c ond i t i on  (6 ). Then t h e  o p e r a t o r s  that  
are  defined b y  t h e  f o rmula

φ(Α) := J Ut(f{t) dt
R71

b e l o n g  t o  t h e  Banach  a l g ebra  £{X) and  sat i s f i es  t h e  r e lat i on ( ϋ , φ ) (Α)  = Α:ίφ(Α) ( j  =■
1 , . . . ,  n).  I f  p  = 1 and  t h e  g r o u p  Ut is un i f o rml y  b o u n d e d  then  (φ * Φ){Α) = ψ{Α) ■ φ{Α) 
(V ψ, Φ Є £ ι) .



Proof .  Let φ Є £p . By Theorem 1 and condition (6 ), we have

||φ(Λ).ι|| < I  \\Ui.x\\ Mt )\d t  < \\υ,χ\\,\\φ\\~ < ||t/||,IMklWI <Vx є  χ )' (7)

It is know ([13],111,3.2.5) that functions φ  Є Ev have the property lim φ ( ί )  — 0. Thent—>00
integrating by parts and using the property, that a generator of group is closed, we obtain 

( З Д ( Л ) =  / Ut(Djtp ) ( t ) d t  = -  [  DjUt(p(i) dt = Ajip(A).

For p — 1 we determine convolution of functions and next equalities

φ (Α ) · ψ ( Α )=  / dt / Ustp ( s ) d s  = / φ( ί )  / Us+ti ' ( s ) d s dt =

υ τφ{τ — s)tj j(s) ds dr  = / Ur φ{τ — s)tj j (s) ds  dr  = {φ * ψ)(Α)
i n  o n

are valid. □

2.2 Functional calculus in algebras of exponential type distributions

We construct the functional calculus as generalized functions for generators of Co-groups. 
Let X®Lp(Rn) be a completion of a projective tensor product of X and Lp(Rn). In the 

case p = 1, as it is known (| 16], III, 3.2.5), we have the isometric representation L\ (Rn; X)  ~ 
Xy)L\{M' u ) ,  where Li(R"; A) is a Banach space of all А-valued functions R" 9  t — > x(t) Є 

A with the norm ||̂ ||l; (X) := ,/ \\x{t)\\dt.
?v flu)n 
'V

l ) C Lp{Rn) for e v e ry  vecto r  u  we can d eterm ine theUsing the isometric embedding £ 
subspace £p(R”;A') : =  A®£p(Rn) C  A 0 Lp(Rn). The embeddings £?''(Rn; A) C  £̂ ‘ (Rn; A) 
(U] < un < i in) are continuous, then on a union of all these spaces we can define a
structure of an inductive limit space

£P(RU; X ) : =  ( j£ p  (Rn; X)  = lim ind £ ;(R n; X)  C  A®Lp(Rn).

A convolution of an arbitrary distribution / Є £p(R") and a vector-valued function x(t) Є 
£py^n: X)  is used to define by (/ *x) ( t )  := (/ ® Kf )x ( t ) ,  where I  is the identity operator in

The topological isomorphism lim ind £^(Rn; A) ~ A® lim ind £^(R") = ХїїЕр is
valid. This assertion is a corollary of a known property of the inductive limit and a projective 
tensor products [7]. From this assertion and known Grothendieck’s representation ([16], III, 
§6 ) it follows that for every function x(t) Є £p(Rn;A ) there is a vector u such that x(t) 
belongs to the space £p(Rn;A ) and is represented in the form of the absolute convergent 
series

x{t) Σ
j =i

Xj ЇЇ ipj ( t ) ,  where Xj  Є A, <pj (:t) Є £p (Rn) . (8)

Using this representation for any distribution / Є £p(Rn) and a vector-valued function
OO

x(t)  Є £p(Rn; A ), we obtain (/*x)(£) = Xj ї ї  ( f  *Pj ) ( t ) ·
j =i

Lemma 2.1. The  c onvo l u t i on  has  p r o p e r t i e s

( f  * g ) * x  = f * ( g * x ) ,

Dk( f  *x )  = f  * (Dkx) = ( - l f \ D kf )  * x 

f or  a n y  f , g  є  £^(Rn), x = x{t) Є £ ;(R n; A ) and  k Є Z” .

Proof .  From the definition of the convolution and by Theorem 4 next equalities follow
OO OO

(/ * g )  * x = Σ  Xj ї ї  (/ * g )  ★ ψ3 = f  * Xj ї ї  {g *4>j) = f  * {g * x),
.7 = 1 J = 1

oo oo

o ‘ (/ * *) = Σ ^  K: = Σ ^  Kl ( - 1 )|t|(D‘7 )  * f t  = ( - i ) l4 ( o V )  *
J =1 j=l

□
Lemma 2.2. Let t h e  g r o u p  U sat i s f i es  t h e  c ond i t i on  (6 ). Then ea c h  o f  t h e  s ub s pa c e s  

^ ( A ) : = | . x =  j  [U, >; T)x{t) dt : x(t) Є £^(Μ"; X ) }
R"

is a Bana ch  s p a c e  r e s p e c t i v e l y  t o  t h e  no rm i ndu c e d  b y  t h e  map p i n g

£p (Rn; A) 9 x(t) — > x є Sp(X).

Proof .  Let us show that the mapping £p(R"; X) 3 x(t) — » x Є X is continuous. From (8 ) 
we obtain

/ OO OO n OO

ί Y  UtXj ЇЇ yjj(i) dt = Y  υ ιχΊ ® <Pj{t) dt = Σ  <Pj(A)xj.
1 — 1 1 — 1  ̂ 7 = 1Rn J - 1 J

From this and using the estimate (7), we have
OO OO

iisii < Σ ш А)\\ст < ιι̂ ιι» Σ
.7=1 / *

Using the arbitrary presentation x(t) by absolute convergent series we obtain

||ί|| < ll^llq ||.г'(0 ІІ (̂К";А')

and the continuity is proved. A kernel of the continuous mapping 8p (Rn; A") — * ΑΛ is closed 
then a corresponding factor-space in this kernel is a Banach space. By the definition ol the 
norm in the space Εζ(A), it is isometric to the constructed factor-space. □



L em m a 2.3. Let t h e  g r o u p  U sat i s f i es  t h e  c ond i t i on  (6 ). Then ea c h  o f  t h e  s u b s pa c e s  £"(X)  
is invariant  r e s p e c t i v e l y  to t h e  o p e r a t o r

K j  : ε ;{Χ)  3 x — У K f x : = f  (Ut 0  Kj )x{t )  dt.
Rn

Proof .  Taking into account (8 ) for elements x(t) Є £p(Rn;X)  for any / Є £ '(Rn) we obtain

OC OC

j|(/ Я A/)·?·(/)II < ^  \\Xj II Wh'j+jWsj; < \\hj\\c(£") ^  ll^ll \\τ]\\ε-
J= 1  J= 1

or ||(/% Kf)x(t)\\ < ||Л'/|І£(£̂ (КП)) ||.x(i)||f;-(R";A·)· Thus the space £p(Rn;X ) is invariant with 
respect to the acting operator I  0  K j  .

Since U, 0 K f  = {U,. 0 /)(/ 0 K j )  and I  0 K j  : £p(R";X) — » £p(RnpY) then by 
Lemma 2.2 for any vector-valued function x(f) є £p(Rn; X) we have K f x Є £ζ(Χ).  Then 
K j  \ £p(X) —» Ep(X). The lemma is proved. □

The embeddings £"(R": λ ') C  £ j f ( Rn:X ) are continuous. From this it follows that the 
next embeddings £p{X) C £jj{X) are also continuous. Then a union of these spaces can be 
represented as an inductive limit

£P(X) -  \ J S ; ( X )  = limjnd 1 ; (X) .

Let us define by C(£p(X))  an algebra of all linear continuous operators on £P(X)  with a 
strong operator topology.

T heorem  7. Let t he  g r o u p  U sat i s f i es  t h e  c ond i t i on  (6 ). Then t h e  m a p p i n g  £p(R7') 3 / — -> 
f (A)  Є C(£p(X)),  w h e r e  t h e  l inear o p e r a t o r  f (A)  is d e f i n ed  b y  t h e  r e lat ion

f (A)  : £p{ X) з 2 ~ ^  f (A)x  := J  (U, 0  K f )x(t) dt Є  £P(X),
lRn

is a c on t i nuous  h o mom o r p h i sm  o f  t h e  a l g ebra  o f  s ymb o l s  £',{Шп) on t o  a s uba l g e b ra  o f  a l g ebra  
C(£V(X)) o f  o p e r a t o r s

K  : £P(X) 3 x —■> k x  \= J (Ut 0 K)x( t )  dt .
Rn

whe r e  t h e  o p e r a t o r  K  Є £(£p(IRn)) b e l on g s  t o t h e  c om mu t a n t  o f  t h e  g r o u p  Ts . And we  hav e  
(ОД)(А)  = А, ї (А)( . і  = Ь . . . , п ) .

Proof.  From Theorem 4 and Corollary 1.1 any operator, that belongs to a commutant of 
group Ts , has the form K f , where / Є £р(Шп). From Lemma 2.3 and the definition of the 
space £p(X)  it follows that K j  : £p (X)  — » for every v. From the definition of the
norm in £p(X) we have xm -> x if and only if xm(t) -> x(t)  in the space £"(Rn ;X).  If

E x p o n e n t i a l  t y p e  d i s t r i b u t i o n s  a n d  a  g e n e r a l i z e d  f u n c t i o n a l  c a l c u l u s 83

•Tm(i) —> x(t)  then from continuity of K j  it follows, that (/ 0  K j ) x rn(t) —> (/ OO K j )x ( t )  in 
the space £р(Шп]Х).  From this by the definition of the norm in the space £p (X)  we obtain 
(I ® K j ) x m(t ) -> ( I®Kj )x ( t ) .  Thus, K j  Є C(£p(X))  for any u and therefore K j  Є C(£P( X ) ) .

From the equality Kj*g = K j  ■ K g for arbitrary f , g  Є £ρ(β·η ) it follows Kj *g — K j  · K g . 
Thus, the functional calculus is an algebraic homomorphism from the convolution algebra 
of distribution onto an algebra of continuous operators on the space £P{X).

We now prove a continuity of the functional calculus. As in the space £'p(Wl) a topology 
is inducted from £ '(Rn), and the space £p(Rn) is given a weak topology, then it is enough 
to show a continuity of the mapping £ '(Rn) 3 f  — * f (A)x  Є £P(X)  for every x Є £p (X).  
The continuity of £p{Rn) 3 f  — > K f  Є £(£’/i;(R n)) we obtain from \\f * vWsj; < \\f,M IÎ IU;;· 
where is a restricted functional on the subspace £p(Rn). Then it will be continuous the 
mapping £;(R") 9  f  — > (/ 0  I<j)x(t) Є ^ (R " ;  X)  for eveiy x{t) Є ^ ( R n;X ). Let f m > f  
in the space 5 '(R n)· Then (I 0 K  fm )x(t.) -> (/ 0 K f )x(t) in the space ££(Rn: X ). By the 
d(!finition of the norm in £p (X),  we have K j mx —» Kj-x in the space £p (X).  Thus, the 
mapping £;'(R n) 9 / — > K j x  Є £P(X)  is continuous.

The rest assertions of the theorem follow from Lemmas 2.1, 2.3 and Theorem (j. The 
theorem is proved. □

Thus, we found the integral image of the Fourier operator transform in a case of the 
algebra of linear continuous functionals on a space of entire function of exponential tvpo, 
that on the real subspace belongs to Lv (R") (1 < p < oo) .  We also established its multiplicate 
properties relatively to the convolution and described its image by way of commutant of the 
scalar many-parameter shift group.
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Лозинська В.Я. Розподіли експоненціального т и п у  і узагальнене функціональне числення 
для генераторів Со-груп // Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 
73-84.

Описано властивості простору спряженого до простору цілих функцій експоненціаль­
ного типу багатьох комплексних змінних, що на дійсному підиросторі належать до L,,(Rn) 
(1 < р < оо). У  Фур’е-образі цього простору побудовано функціональне числення для  
генераторів сильно неперервних груп обмежених лінійних операторів, що діють на довіль­
ному банаховому просторі.

Лозинская В.Я. Распределения жепоненциального ти п а  и обобщенное функциопальное 
псчисление для генераторов Со-групп /'/ Карпатские математические публикации. — 2011.
-  Т.З, .VI. -  С. 73-84.

Описаньї свойства сопряженного пространства к пространству цельїх функций зкспо- 
пенциального типа многих комплексних переменньїх, которьіе на дейсвительном подпро- 
странстве припадлежат к Lp(W )  (1 < р < оо). В Фурье-юбразе зтого пространства по- 
строспо функциональное псчисление для  генераторов сильно непрерьівньїх груп огранн- 
ченньїх линсйньїх операторов, которьіе дейс.твуют на произвольном банаховом простран-
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Л о п у ш а н с ь к и й  А . О . 1 , Л о п у ш а н с ь к а  Г .ГІ.2 , П а с і ч н и к  О . В . 2

СЛІДИ РО ЗВ’ЯЗКІВ ПІВЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ З ДРОБОВОЮ  
ПОХІДНОЮ ЗА ЧАСОМ

Лопушанський А.О., Лопушанська Г.П., Пасічник О.В. Сліди розв’язків півліпійних рів­
нянь з дробовою похідною за часом І І Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, 
.VI. С. 85-93.

Знайдено достатні умови існування узагальнених початкових значень регулярних в 
області розв’язків півліпійних рівнянь дифузії при збуреннях дробової похідної за часом.

В с т у п

Багато властивостей розв’язків диференціальних рівнянь з частинними похідними 
поширюється на випадок рівнянь із псевдодиференціальними операторами, зокрема 
рівнянь з дробовими похідними (наприклад, [1], |5|, |8 |, [14], [16], |9|, [19]).

У працях [4], |6]-|7], [ 12], [13], |15[, [10] та інших досліджувались узагальнені крайові 
значення регулярних в області розв’язків лінійних, а в |1 1 | — і півліпійних гіпоеліпти- 
чних рівнянь з частинними похідними. Доведено, що такі розв’язки належать до ваго­
вих просторів Лебега з вагами порядків степенів відстані від точки області до межі 
(степінь залежить від характеру сингулярностей узагальнених крайових значень таких 
розв’язків) і розв’язки з певних вагових Lp-просторів набувають на межі узагальнених 
крайових значень.

У роботі встановлено подібний результат для півліпійних рівнянь з дробовою похід­
ною за часом.

1 О с н о в н і  п о з н а ч е н н я  т а  д о п о м і ж н і  т в е р д ж е н н я

Нехай QT = {{.r,t) : х Є R. t. Є (0, T]}, L\j.0c{ Q t ) — простір функцій, іптегровннх у 
кожній обмеженій області, розміщеній строго всередині Qr,  D(R)  = Cq°(R), D{Qt)  :г-=

2000 Mathematics Subject Classification: 35K55.
Ключові слова і фрази: півлінійне рівняння, узагальнена функція, ваговий функційний простір, згор­
тка, похідна дробового порядку.
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C ? ( Q r ), D ( Q r )  = C T W(Qr ) = {φ Є CS°(QT) : ϋ [ φ  |,= r  = (),/ = (),_1 : 2 . про­
стір нескінченно диферепційовних функцій з компактними носіями в  Qt , т <  7 , D'(R),  
D'(Qr)  простори лінійних неперервних функціоналів (узагальнених функцій) від­
повідно на просторах D(R ), D(Qt )  [3], [17], (,/,ν9) — значення узагальненої функції 
/ Є U'(Rn) на основній функції φ Є D(Rn), п  = 1,2.

Через * позначаємо операцію згортки узагальненої функції д  з основною функцією 
φ ([17, c. 1 1 1 ])

{()*φ){·ΐ·) = (</(0» φ{* + 0 )·  i/ £ D\R).  Ψ є ^ (^ )·

Зауважимо, що / ( χ ) ί φ ( χ )  = f{~x) * φ{χ) ([3, с.80[).
Функціонал / * r; Є D'(R),  який діє за правилом (./' * g, tp)  = (J\ д *φ),  Ϋψ  Є £>(/?). 

називається згорткою узагальнених функцій / та д  ([17, с.111[).
Для ]\д  Є D'{R), r  Є нрн існуванні f * g  правильна рівність {f*g)*<f = Ι*{θ*ψ)·

Справді,

( ( /  *  r;)*</?)(.r) =  ( ( /  *  , ( ? ) ( 0 ^ ( · τ +  0 )  =  (Ду )» ( . 9 ( 0 »  ^ ( ·τ +  ζ  +  У)) =

(/(/у)· (0 *¥>)(я + У)) = if*{9*4>))(x)·
Також  використовуємо той ф акт, що при f , g  Є Lx>loc(R.) П D'+(R), φ Є D(R)  правильною

є рівність f * ( g  * φ) = g  * {.l*r)·
Через D'+(R ) позначають простір узагальнених функцій із D'{R), які дорівнюють 

нулю при і < 0 ([З, ст.87|). Простір D'+{R) є асоціативною та комутативною алгеброю, 
якщо за операцію множення взяти операцію згортки, одиницею в D'+(R) є  0 -функцім: 
( δ , φ)  =  ν?(ϋ) для довільної φ  Є D(R) .

Використовуємо функцію /а Є D'+{R), яка залежить від числового параметра Λ і є 
такою, що /А(/.) -  при Л > 0  та /λ(ί) = f [ +x(t) при Л < 0 , де 0{t) -  функція
Хевісайда, Г(Л) — гамма-фупкція ([3, с.87]). Справедливими будуть співвідношення

/а * ./, = /л f /і ([З, С.87]), /λ*/μ = /а+;і ([2, с.145]).

І Ірп Л >  0  оператор згортки ( / - а * )  в  алгебрі D'+{R) називають оператором дробового 
диференціювання (Рімапа-Ліувілля), а оператор (/-а*) оператором дробового дифе­
ренціювання Вейля ([2, с.ІЗЗІ).

Нехай а  Є (0; 1). Для ν Є D(QT) визначено

f -a{f ' )*v(x.  І) = f [ - a ( t )*v (x, t )  = - f l - a (t)*Vt{x,t) =

1 'f І ї Щ * , .  < * , < )  є  Q ,
Г ( 1  — a)  J  {η — / )° Г ( 1  -  n)  dt J  (η -  I)

t.

У [18] введено регуляризовану похідну D f v  функції ν порядку а  Є (0; 1)

t1 d f ν ( χ , τ )
D ? v ( x , t ) =  r ( 1 _ rv)^  J  -  h-a{t )v(x. .  0 ), (x. t) Є QT-

Зауважимо, що за умови існування неперервної функції v t (x, t ) .  (x, t )  є Qr ,

І t 

Γ ( 1  -  су) J (t -  τ γ άΤ = Γ ( 1  - n ) d t .  J (t -  τ γ ά τ  -  °)» ( M )  Є Qr([2,c.l35]).
o 0

Нехай ε 0  Є (0, Т], ε Є [0. ε0], QT,S = {(.r, t) Є QT : ε <1 < T}.
Позначаємо через C 2'a (QT) клас функцій v ( x ,/,), (x, І.) Є Qr , неперервних, обмеже­

них, двічі неперервно диферепційовних за змінною x в Qr,  рівних нулю при І > 7 ', для 
яких при кожному ε Є (0, ε 0] існують неперервні в QT ε функції

і

и * ф.or = p— js / χτ'~ψ·,τ - i' -« - -)··(■'■ -')·
ε

Зауважимо, що за умови існування неперервної v t{x, ί ) , (x, t) є Qt маємо

( / - « ( 0  * v ( x . t ) Y  = / /l -a{t- -  t )vt{x . t )(It .
є

Введемо оператори:
L,, : (Lnv)(x,  I) = f _ n (t.)*v(x, t) -  vTX(x, t). (.r, i) Є Qr - <’ Є D(QT),

: (IJav ) (x . t )  = ( f . n {t) * ϊ;(.τ, ί ) )ε -  " , , (τ ,  0 ,  ^ C M, / Є (ε, Γ], Є C ^ { Q r ).

La ·’ ■ (LraC3v ) ( r ,  I) = D?v(x,  t) -  vrx(x, /). (x. t) Є Qr,  V Є C 2 ' ° ( g r ) n C(Qr ) .

Зауважимо, що для v є C 2-a (Qr ) П C(QT) визначено (/_„(/)* v ( x . /))° = D(t*i’(x. t ) ,  a,
отж е, д л я  V Є C 2'a (QT) П C(QT).

Нехай p(t.) — нескінченно диференційонна невід’ємна на [(); 7 ’], додатна на (0:7 ’|
функція, яка має порядок i f  при t, -> 0  ( lim = con,si) та pi(/) < 1 при t Є [0 ; 7 Ί .ί—>0 + ΪΖ 1 1

Прикладом є така функція: р Є С°°[0,Т], що p(t) = t'i при t Є [0, ^ ] , р( і )  1 при 
/ Є (с0, Т], ε о Є (0. Т ), 0 < р х (t.) < 1 при t є [0: Т]. Її іспуваї шя випливає з леми в |3, с.18|. 

Вводимо ваговий фупкційний простір

Mk{Qr) = {u e L\joc{Qr )  : ||'u||fc = j  pk{t)\u{:r,t)\dxdt < +oo}, k Є N
Qr

Зауважимо, що M0(Qr )  = Lx(QT).
Використовуємо фуикційпі простори Dk(Qr) — {ψ £ D(Qt ) '■ P V  Є C(Qt )}, 

Xk(Qr)  = {ψ Є D(Qr ) : ί αφ  Є Dk{QT)}.
Вважаємо, що φι —> 0, при I —> оо у D ^Q t ) ,  я к щ о  » 0, при / —> оо рівномірно

в Qf .  Відповідно визначено збіжність φι —>· 0 , при / —> оо у Xk{Qr)· ψι ~> 0 та υ ;'7 „ г . - >
0 , ί —> оо рівномірно в Qv’·

Л ем а  1.1. Для  д о в ільних числа m  Є iV U {()}, функц і ї  φ Є Л(/?) і снують такі функц і ї  
■Фі Є Xm(Qr) '  І = 1,2, що илі ( т , 0 ) = -(.r), { f i - a ( t )H' 2 (Zit ) ) t= 0  = ^(^:)» є  К.



/ ГП \
Дов е д ення .  Розглянемо функцію ф(хД) — /-y(i)* ( Σ  .flf  (*) * ^г(х ^ )Ь  де 7 e  ( — 1>0]>

' j—0

Ψι e  D(Qr), i = ο.'//;. ν?ο(·τ,0) = v?(.t), а </?г при г = l ,m  будуть пижмо визначатись через 
ψ0. Застосовуючи вищезазначені властивості згорток, матимемо

т  . ш  \

( L » ) ( x , t )  =  f (t)*s,(r .t))  -  A ( f ) i ( E / f  (') =
г= 0  г= 0

ГП . 771 ̂  \

г=0 і=0
т

/і.-„+7(^)*^о(^Д) -  X ]  /l-a+7(*)*(/(WIg + f - l ( 0  * ^ ( 'М ) ) “  
г=1

m \
. Ι \ { ί ) ί ( Σ  f f { l )  * 4>гх:T.(x,t)) = -/ ΐ-α + ^ Ο ^ η ^ Τ ,Ο -

г= 0

m— 1

V  /, 0 +7 (0 * (/л ї ( 0  * / f -і ( 0  * ν^+ι(·Γ· о )  -  Λ ( 0 * ( У^У^СО * ^ « ( · Γ- о )
4 2 ‘  J=n

—/ΐ-α+7 ( ί)* (Γ?0ί(·τ ! 0  — * (^f'y(f)*,' fmxx(x^)Sj ~

/і£і (ί) * ^/l-o+7 (0 * (/ f - l ( 0  * ^  + l ( :riO) + fyitf^VjxT-iXit)^ =
τη — 1

J = 0

- / l - Q+7 ( i ) * [ ^ 0t ( x , < )  +  / f - l ( i )  *  ¥ > l ( M ) ]  -  f y { t ) * t p Qxx{ x , t ) -

^2  / ^ ( 0  * ( / l - a + 7 ( 0 * ( / f - l  * ^ j  +  l(X '> 0 )  +  A W ^ j x x O * ' .  * )) “ * ( A ( 0 * V W r ( : M ) ) ·

.7— I
Вибираємо / ι-ο-+7 (0* [(/;0ί.(·τ ί 0  + /— — і (0 * ‘/лО7̂  0] + Ι ί ^)*Ψo.t.t(x, 0  =

/ l - a + 7 ( 0 * ( / f - l  * V; i+ l ( -X' 0 )  T  f j { t ) * < f i j x x ( x i t ) i  j  ~  1,771 — 1,

тобто
ψθΙ (x, 1) + /f - 1  (0  * i 0  T f f t - l  (ί)*ψθχχ{Χί 0  0,

/а _ i (/·) * i (x, /-) + fa- l{t ' )*(pjxx{Xit’) i 1, ПІ 1,

звідки визначаємо ^  Є D(Qr), j  =  T ' n:

y?j (.>',!) = * [/0( i )*</?oxxt(t, t ) </?oi(x. t )],

Y ? 7 + l ( x , 0  —  / l - f ( 0  * [/o:(^)*V?.7.Txt(a') ^)]> J l,7Tl 1.

Тоді (Ьаф)(хД·) — — fsM*(t) * у/ч(і)*<Ртхх{хД)у
Оскільки функція фпі(х, t )  = — / Ί ( ί ) * Ψ τ η χ χ { χ Λ )  = ί η + l  i f ) * ψ ν ι χ χ Λ  [х Д) Н а Л С Ж И Т Ь  D(Q'f) 

(а, отже, обмежена в Q7 ’), то стає зрозуміло, що

t

p~m(t)La ip(x, t ) = P ~ m ( t ) ( f n ia(i) * ф т (x, i)) = ---- ^ “  τ )^ ~ ν » η (χ ,  τ)(1τті
ο

є неперервною функцією в Qt ·
При 7  = 0  матимемо шукану функцію фі(хД),  а при 7  = tt — 1  — функцію ф2{хЛ). 

Справді, за побудовою

V ’ 1 (х, 0 )  =  ^ ( / і й ( 0  * ψί{χ·  t))t=o =  ( / ο ( ί )  *  < ^ ο ( χ ,  t ) ) t=o +  ^ ( / н !  ( ί )  * ψ χ { χ Λ ) ) ι .-.ο  
?:=() ί=ι

( 5 ( ί )  *  ^ ο ( χ , ί ) ) ί = ο  =  ^ ο ( χ , Ο )  =  ν ? ( χ ) ,
m

( / l - a ( i ) * ^ 2 (x, i))|t= 0  =  ( 0  * ^»(2 ··, 0 )
2

г=0 ί=ϋ

Σ (/ ¥ (0  * = ° ) =
1=0

2 У з а г а л ь н и ш  п о ч а т к о в і  з н а ч е н н я  р е г у л я р н и х  р о з в ’ я з к і в

О значення 2.1. К а ж у т ь  (/17, c .46j ) ,  щ о  у з а г а л ь н е н а  ф у н к ц і я  J  Є D'(R) л/ае п о р я д о к  
с и н г у л я р и о с т і  s ( f )  < р, я к щ о

Р /*+оо
(/, ψ)  = У ^ І  φ ^ \ χ ) f і (х)с іх Є D{R ). /,· Є L i,ior(R). і = 0,ρ .

г = 0

Нехай Ср[а , 6 ] — банахів простір р раз неперервно диференційовних функцій на від­
різку [ft, 6 ] з нормою |M|cp[a,ft] = HvC = т а х  SUP Ι(£:)ν(· 7 :)Ι, Со(к ) ~  простір функцій0<г<рхе [а6 ] ■

із СР(Я)  з компактними носіями на /?, C^ft,/;] = {v? Є C'q(R) : sii/ρρφ C [ft,^]}.
З гідн о  з озн ачен н ям  п о р я дк у  у загаль н ен о ї ф ун кції  в |3|, теорем ою  3 з |3|, с, 22 та  

з а у в а ж е н н я м  на с. 23, у за га л ь н е н а  ф ун кція  f  Є D '(R ) має п ор ядок  < р,  якщ о існує 

д о д а т н а  с т а л а  А", т а к а  що д л я  до в іль н о го  в ідр ізка  [а, 6], до в іл ь н о ї  ^  Є Со°[а, Ь\

\( ί ,ψ)\< К\\ф\\сР[а,Ь]· ( ] )

Зрозуміло, що для узагальненої функції / із s ( f )  < р  в сенсі [17, с.46], виконується 
(1) і навпаки, із (1) випливає, що s ( f )  < р  в сенсі означення з [17]. Така / Є (СЦ{R))'.

Теорема 1. Нехай ф ункц і я  g ( x , t , z )  {(x,t) Є Qr,  z Є /i) н еп ер ервна ,  функц і ї  /ґ G; 
C 2'a{Q'r,e) є  р о з в ’я з ками  р і в нянь

(Leau ) (x , /.) = g{x. t ,u{x , i)), (x- 0  Є Q7\£· (2 )

існує така u  e  Mk{Qr),  що:



1)  и е —» и в  M f . ( Q r )  п р и  ε  —> 0 ,

2) J  д(х,  t, u e (x, t ) )dxdt  —> J  g(x,  t , u(x,  t) )dxdt .  ε —> 0 .
Q t .e Q t

Тоді ue (x, c )  набувають п рн  ε = 0 д е я к и х  у за гальн ених початкових знач ень  и 0  Є D'(R)  
п о р я д к у  енпг улярноеті  < 2к. + 2, а саме, і с н у є  така щ  Є D'(R),  s ( u 0) < 2k Η- 2, що

-f-oo

lim / ν ε (x, ε )φ ( χ ) άχ  = ( ι ΐο,φ)  Є D(R).
с->0 J (3)

Дове д ення .  Для довільної ί/; Є Xk(Qr)  визначимо ·φε( χ , ί )  — ф(хД — є),  t Є [ε, Т  + ε], 
ε Є [0. ε 0 /2]. Тоді ψε( χ , ή  -> '0(.г\ ί) та £Τλ'(ί -  e ) (Laipe ) (x, t )  -> 0 ~k(t) (LQrp)(x, l ) ,  ε -> 0 
рівномірно В <5'/’ {Φε Ψ 13 Хк{0т))·

В області Q'/',ε для υ Є C 2 'a (Q'r) та вибраної ψε правильною буде формула Гріна

+оо

У  (L£0 v)(x,  і )ф£(х, t )dxdt  = J v ( x ,  ί ) ( ί αφ ε)(χ, t . ) dxd t - J v (x ,  ε) f i _ a ( t )H’s (x, t )  cїх. (4)

Справді,

J  v(x, ί ) ( Ι αφε)(χ, t )dxdt = J  v(x, t) ( f~a{t)H’r(x, t) -  φ εχχ(χ, ί )  jdxdt :  
Qrte Qr,e

4-00 T
j  v(x, t )(^f .  / j i /.ίϊ// = -  У  dx J v(x, r ) ^ Д т ) і д ^ - Т) ) d r  =

di
-oo ε

4-oo Т+є t,
dx f\ -Q{t -  t ) v {x , t ) d r  j t)

dt dt
-oc ε ε

-foo T ί
У  dx J  (jjj. J  f i - a{ t  -  τ ) ν ( χ ,  τ ) ά τ ^ φ ε(χ, t )dt  =,dt

—  oo ε ε

4-00 T 4-00 Г+ε

dx φ ε(.T, t ) ( f_a ( t ) * v ( x , t ) ) ed t+  / v ( x , e ) dx  / f X- a {t -  ε )φε(χ. t)dt.
-oo ε

Також
У ?;(x, ί ) φ εχχ(χ, t )dxdt  = I  v xx(x, ί ) φ ε(χ, t )dxdl ,

Q t  Q t

T + e T
f i - a ( t  -  ε )φε{.x, t ) d t  = /i- a (t)*ipe (x, t )  = f i - a ( t )4p(x, t )d t= f i - a {t)*i>(x,t)

ί = ε t= 0

dx.
І — С

Враховуючи ці перетворення, будемо мати формулу (4).
Нехай функція и е Є C 2 ,a(Q7 >) і є розв’язком рівняння (2) в Qt,£· із формули (4) для 

ν — и є та побудованої вище фє маємо
4-00

н є (;х, І ) (1афє )(х, t )dxdt  У  д(х,  і, пДх. ή ) φ ε(χ, t )dxdt  = J ?г(.т, ε) J\. α {ή*ΨΛχ · Ο
Q t .e Q t .e -ο®

(5)
Виберемо тепер фс (хД.) за функцією ф2 (хД-), визначеною лемою 1.1 Д Л Я  ДОВ ІЛЬ НОЇ  Y? Є 
D(E) при m  = /і:. Тоді за лемою 1.1

т

(/ ΐ - α {ί)*φε( χ , ί ) )  \t=e = { f l - a (t)*rp2{x,t)) \t = 0  = f  f\~aW>2{x,t)dt = ψ{χ). (б)
О

( ί αφ ε){χ, t ) = £fc(i -  ε) · £Tfc(£ -  ε ) ( ί ι αφε)(χ,  t) = g k(t. -  ε) · ^-(a:, /.),

де функція Lf,(x,t.) — нескінченно диферепційовпа й обмежена в а за побудовою
ψ ε  φ ,  ε  ~ :> О У D ( Q r ) .

За умовою 1  теореми послідовність функціоналів J  u s ( x , t ) gk(t) ■ φ(χ,  t)dxdl. обме-
Q r . e

жена та існує lim / и є (х, t ) g k(t) ■ φ(χ,  t )dxdt  = / u(x, t ) g k(t) ■ φ(χ,  t ) dxd t . Тоді за влас- 
:  ̂ *° Q r  · Q t

тивістю збіжної послідовності узагальнених функцій 7 ίε(.τ, /) (лема з [17, с.70]) існує

lim / vr (x,  t ) g k{t -  ε) · φε(χ, t )dxdt = lim / и є (.x, t ) lim ^gk(t -  ε) · φε{χ, t) j d x d t  =
Q t .e Q t .e

lim j  v c (x, t ) gk(t) ■ φ(χ,  t )dxdt  = j  u ( x , t ) g k(t) ■ φ(χ,  t)dxd.t.
Q t .e Q t

З умови 2 теореми так само одержуємо існування границі

lim / д(х,  ί, υ ε(χ, ί ) ) φ ε(χ, t )dxdt  = lim / g ( x , t , u e (χ, ί ))(\\χηφε( χ , ί ) ) ά χ ά ί
ε— >0 / ε->0 / ε->0

Qr,e <3т,е

= lim / g ( x , t , u e (x,t)y^){xA)dxdt = / g (x, t , u(x, t y i/’(x,t)dxdt..
ε— >0 / /

Q t .e Q t . ο

В (5 ) при вибраній Φε(χ,Ι )  за функцією Ф2{хД) спрямуємо ε до нуля. Зі встановленого 
вище існування границі при ε —̂ 0 лівої частини рівності (5), а отже, й правої, та із (6 )

4-ос

випливає існування lim J  нє (х, ε )φ{χ)άχ У-φ Є D(R).
>0 nr — ОО

4-00

Введемо функціонал щ  на D(R)  наступним чином (ιι0,φ)  = lim j  u e (х, ε)φ{χ)άχ,
—oo

\/φ Є D(M). Очевидно, він — лінійний. З формули (5) випливає, що

( η0, φ ) =  j  u { x , t ) ( L ^ 2) (x, t )dxdt  -  J  g ( x , t , u ( x , t ^ 2{x,t)dxdt.  
Q r  Q r



З доведення лемн 1 . 1  видно, що вибрана функція г!ь є лінійною функцією похідних
допоміжної функції fo за змінною х до порядку 2к та за змінною t до порядку к, а
( Г к( і ) (Ьаф)(хЛ)  = φ(χ , ί ) ,  де φ лінійно виражається через функцію φ0 та ї ї  похідні за
х до порядку 2к + 2 та за t до порядку к + 1. Функція φ0 є довільним продовженням
функції φ з D(R)  до функції із D(Qr ), таким що </?о(х,0) = φ(χ) .  Можна вибрати
φ0{χ.Ι) = г/(/) · φ(χ) .  де η Є С°°[(),Т], η(1) = 1 для t Є [0,ε 0 /2], ?](/-) = 0 для /. Є [ε0 ,Τ].

Нехай [a, b] = В = [а, 6 ] х [0, Т]. Тоді sup \ф\ < 0\\φ\\'Ά, Lfуф(х, t) = рк{і,)ф{х, ΐ)
в

та sup |v3| < С1 МІ 2 *+2 > Де ^  ^  — додатні сталі. 
в

Тепер із (7) одержуємо, що для довільної φ  Є D(R)

|(« (Ь у)|  < С\\и\\к ■ М\'2к + 2 +  С j  Ig{x, t ,u{x, t ) )\dxdt  · І М І 2А.· < C\WL· : + 2 >

Qr

де С -  С(и , к )  — додатна стала. Отже, функціонал щ — неперервний на CQA:t2 (R).
Згідно з означенням порядку сингулярності узагальненої функції, s(u0) < 2А; + 2. □

Одержаний результат поширюється на випадок рівняння

f - a ( t )  * u = А(х, D)u  + д(х,  t, u), (x, І) Є Rn х (0; Т],

де А(х, D) лінійний еліптичний диференціальний вираз другого порядку з нескінчен­
но днференційовними коефіцієнтами І5 IVі.
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РОЗВИНЕННЯ ЗА ВЛАСНИМИ ВЕКТОР-ФУНКЦІЯМИ У  ВИПАДКУ  
ПРОСТИХ ВЛАСН ИХ ЗНАЧЕНЬ СИНГУЛЯРНОГО  

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

Махней О.ІЗ.. Тацій P.M. Розвинення за власними вектор-функціями у випадку простих  
власних значень сингулярного диференціального оператора // Карпатські математичні 
публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 94-105.

Асимптотичні формули при великих значеннях параметра для  розв'язків сингулярного 
диференціального рівняння дозволяють оцінити функцію Ґріна крайової задачі. За допо­
могою цієї оцінки побудовано розвинення за власними вектор-функціями сингулярного 
диференціального оператора у випадку простих власних значень.

В с т у п

Лінійні диференціальні оператори, породжені диференціальними виразами з глад­
кими коефіцієнтами, вивчено досить добре (див., наприклад, |9]). Однак, в задачах 
прикладного характеру часто зустрічаються розривні чи навіть узагальнені функції в 
коефіцієнтах. Такі задачі є значно гірше дослідженими.

Ще в середині 50-х років минулого століття вивчались крапові задачі для звичайних 
диференціальних рівнянь другого й четвертого порядків, що описують вільні коливання 
струни і балки, які крім неперервно розподіленої маси несуть на собі ще й зосереджені 
точкові маси — бусинки (див. (3|). В монографії [1| досліджується оператор Шрсдінгсра 
на необмеженому проміжку у випадку, коли сингулярний потенціал є, наприклад, скін­
ченною чи нескінченною сумою ό-функцій Дірака. У випадку скалярного сингулярного 
диференціального оператора побудовано функцію Ґріна та досліджено асимптотичну 
поведінку власних значень і власних функцій, а також здійснено розвинення за остан­
німи у роботах (4, 7, 5|.

Слід зазначити, що спряжені диференціальні вирази містять доданки вигляду 
(P (x )Y)Ll\ які при недостатній гладкості не можна звести за допомогою ./-кратного 
диференціювання до звичайних диференціальних. Щоб підкреслити цю обставину, їх у 
літературі називають квазідиференціальними.

2000 Mathematics Subject Classification: 34В05, 34L10.
Ключові слова і фрази: власні функції, розподіли, міри.

Квазіпохідні це компоненти вектора, за д о п о м о г о ю  я к о г о  здійснюється зведен­
ня квазідиференціального рівняння до системи диференціальних рівнянь першого по­
рядку. Мабуть, першим, хто ввів поняття квазіпохідних, яке дозволяє відмовитись від 
вимог гладкості коефіцієнтів у квазідиференціальних виразах, був Д. Шин [13].

Ця стаття присвячена побудові розвинення вектора за власними вектор-функціями 
диференціального оператора, породженого диференціальним виразом з розривними чи 
навіть узагальненими матрицями-коефіцієнтами і регулярними крайовими умовами, що 
узагальнює результати § 9 монографії [9|.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і

Розглянемо диференціальний вираз

L„(Y) = + А2(х) ? (п“2) + А3{т)?Іп~3) + . . . + Л„і,

де А і = В'. В і (х) (і = 2 , п )  — матриці-функції 1-го порядку, елементами яких є непе­
рервні справа функції обмеженої на проміжку [а, Ь] варіації, V (:г) — вектор-стовпець. 
Тут штрихом позначено узагальнене диференціювання, і тому елементи матриць АД.т) 
є мірами (див. |12]). Розглянемо також відповідне диференціальному виразу Ln(Y)  рів­
няння

Ln( ? )  = ΧΫ, (1)

де А — комплексний параметр, і крайові умови

k„ — 1 ки - 1

υ μ(Ϋ)  -  Γ „γΜ(α )  T A„Y{k"\b) + X ] Г^Уи)(а) + ΔvjY(i){b), υ = l.„. (2)
J = 0  .7=0

які задаються за допомогою п  лінійно незалежних форм ϋ υ (Ϋ)\ Г„, Δ„, Г„; , Δ„; сталі 
матриці 1-го порядку; п  — 1  > к\ > к2 > . . .  > кп > 0 , ks+2 < кн, причому для кожного
значення індексу v  хоча б одна з матриць Г„, А„ відрізняється від нульової.

Поряд з крайовою задачею (1), (2) для векторного диференціального рівняння роз­
глянемо також асоційовану їй крайову задачу для матричного диференціального рівня­
ння

Ln(Y) = XY, (3)

к и 1 к и — 1

ν , { Υ )  s  Γ „ γ ^ ( α )  + A„Y,k'-\b) + Σ  Γ, , Y u , (a) + £  * = Μ ,  (4)
j = 0 j = 0

де Y(x) — квадратна матриця 1-го порядку.
За допомогою прямокутної матриці У = (Υ , Υ . . .  , Ή η“ '))7’ матричне рівняння (3) 

зводиться до системи диференціальних рівнянь першого порядку

У  = В'{х)У



або в розгорнутому (блочному) вигляді
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Крайові умови (4) теж можна переписати у матричному вигляді

Way ( a )  + Wby ( b )  = 0 ,

де блочні матриці Wa = (Г,Л;/ )” ,=l, Wh = ( Δ ^ „ 1)" ?=1. Оскільки для стрибка матриці-
ф.упкції В(х)  має місце тотожність [АВ{х))2 = 0 , то система (5 ) є коректною (див. ]1 0 |).

Під розв’язком матричного диференціального рівняння будемо розуміти першу бло­
чну компоненту Υ (х) прямокутної матриці У(х)  системи (5), що задовольняє його в сенсі 
теорії узагальнених функцій. В роботі [11] встановлено, що розв’язок початкової задачі 
для рівняння (3) існує і єдиний, причому він разом зі своїми похідними до порядку 7 7 , - 2  

включно є абсолютно неперервним, а його (п  — 1 )-ша похідна складається з функцій, 
які мають обмежену варіацію на проміжку [а, Ь] і є там неперервними справа.

Диференціальний вираз Ln(Y ) і крайові умови (2) породжують диференціальний 
оператор L, який діє з простору абсолютно неперервних вектор-функцій у простір 
векторів-мір.

Система, спряжена до системи (5), визначається матричною рівністю

Z' = - (B*( . r ) ) 'Z,  (6 )

де Z  = (Z^n ]К .. . , Z)  , u*" — ермітове спряження, а фігурні дужки означають 
квазіпохідні в сенсі спряженого рівняння (див. [11]). В роботі [11] встановлено, що вони 
визначаються формулами

z ^ cl z ,  Z ^  = A * Z - ( Z ^ ) \  і = 1 , п -  1 .

З (6 ) видно (див. 1 1 1  ]), що спряжене до (3) диференціальне рівняння ліає вигляд

L*n {Z) = ( - 1  )nz W  + ] Г  ( - 1  )η- \Α*Ζ γη ~ιϊ \ζ.
i= l

де риска над Л означає комплексне спряження.
Диференціальний вираз L*n(Y ) і крайові умови, спряжені до (2 ) (вони побудовані в 

роботі [6 ]), породжують диференціальний оператор L*, який діє з простору абсолютно 
неперервних вектор-функцій у простір векторів-мір.

О значення 1 . 1 . При н епа р ному  η  (п — 2 μ — 1 ) крайов і  ум о в и  (2) на з в емо  р е г ул яр ними  
д л я  р о з г л я д у в а н о ї  з а дач і  (1), (2). я к щ о  числа  (90  і θί ; щ о  визначаються  с п і в в і д н ошенням

Г і^ і 1 ··· (Гі -\-s A i ) u kl Δ ιω ^ !  ··· Δ ι ujkl
Γ2ωλ2 ··· (Γ2  + sA2) u k2 A2lj^+1 ··· Δ 2 ω£ 2

Γ ,Αkn r  ηω^_λ (Γη + sAn) u k” Αηω^+ι

в і др і з няютьс я  в і д  нуля.  Прп пар ному  η  (η = 2 μ)  крайов і  умо в и  (2) називатимемо р е ­
г ул ярними  д л я  ц і є ї  задачі ,  я к щ о  будуть в і дмінними в і д  н у ля  числа  6L/ і θι, щ о  ви зна ­
чаються рівні стю

—j- + . . . Η-------- l· &о + 0\6 ' + . . . + θι·̂  —
s 1 s

Г ^ 1 · p  , Λ·ι 
• 1 1 ^ μ —1 (Γι + s A x)u^ (Γι + ϊ Δ ι ) ω ^ ι Δΐ^μ + 2

Γ2ω^ ■ • ι ν ^ (Γ2 + s A 2)uk2 ( г 2 + ^ Δ 2 ) ^ 2+1 Δ 2 ^ 2

Γηωϊ" ■ 1 (Γ„ + s A n)ukn (Γη + Δ »ω/ι+ 2

2 О ц і н к а  ф у н к ц і ї  Ґ р і н а

Не втрачаючи загальності, будемо вважати, що LY = 0 лише при Υ  = 0. Справді, 
в протилежному випадку досить замінити Ln(Y)  виразом Ln (Y) — с У , де с  - -  довільне 
число, відмінне від усіх власних значень оператора L. Таке число існує, оскільки асимп­
тотичні формули свідчать, що цей оператор має лише зліченпу множину власних зна­
чень (див. |8 |). Нехай усі власні значення оператора L є простими, G(x, t ,  А) функція 
Ґріна задачі (3), (4), оператор L має матрищо-функцію Ґріна G(x. t )  = G(.r,/,,()).

Покладемо тепер А = - р п і розіб’ємо всю комплексну р-площипу на 2 / 7  секторів S,r  
q = 0.2η  -  1. де S(, = { / 7  : qn/n < a rgμ < {q + 1)π/η}.  Через Tq позначимо сектор (з 
вершиною у точці р = - с ) ,  що утворюється з Sq шляхом зсуву р р с.

Розглянемо в комплексній λ -площині послідовність кіл Гь  k = 1 ,2 , . . . ,  зі спільним 
центром у початку координат, які мають такі властивості:

1) радіус Rk кола Гк необмежено зростає при k —> оо;
2) існує додатне число S, таке, що прообрази рк в SoUS^ власних значень оператора L

при відображенні А = —рп знаходяться для досить великих k на відстані, не меншій ніж
6у від прообразів кожного з кіл І\.. На підставі асимптотичних властивостей власних
значень такі кола І\. існують.

Розглянемо також інтеграл Ik = f  С(Хд-— (IX. Застосувавши до нього теорему про
г к

лишки, отримаємо

= + (7)
—:μ— 1

де Qy{x, t) — лишок функції G(x, t, А) відносно ї ї  полюса Хи (який припускаємо про­
стим), а 7 77 /t — число цих полюсів у крузі Г,.

Теорема 1. У в и п а д к у  р е г у л я рних  крапових умо в  на колах Гк кожен  елемент матрнці- 
функц ї ї  G(x, t .  X) з а д о в о л ь н я є  нерівні сть

\Gij{x, /-, А) І < М|А|^\ i , j = U ,  (8 )

д е  М — д е я к а  стала.



Дове д ення .  При відповідному виборі argp при відображенні Л = — рп коло Гд. пере-
2 πходить у дугу 7 k кола з центром у початку координат і центральним кутом —, що 

проходить у двох сусідніх областях So, S і комплексної р-п лощини. Розглянемо окремо 
випадки парного і непарного п.

а) Нехай п  — непарне, п — 2μ — 1. Нехай числа ω\, uj2, .. . , ωη — різні корені η -го 
степеня з числа — 1 , занумеровані так, що для р Є So виконується ланцюг нерівностей 
(див. [9, с. 53])

Re(/90>i) < Re(pCo>2 ) < · . . < Rе(р^п).

Крім того, можна показати [9, с. 75], що при р Є So маємо

Re (ρω і) <0, . . . .  Re(pu^_i) < 0, Κο(ρωμ+1 ) >0, . . .  , Re(pw„) > 0. (9)

Нехай у к — та частина дуги у к, що знаходиться в області So і на якій Βν(ρωμ) < 0, 
а 7 к — та ї ї  частина, що теж міститься у цій області і на якій Re(poj/() > 0. Оцінимо 
функцію Ґріна Gti(x, t,, Л) на дузі Дк, скориставшись формулами з [6 ]:

G(x, t ,  А) = ( - 1 )пі

Δ(λ)

(  Q 1 1 • <5і/ \

\ Q/i • <5// /
(10)

до
Л(Х) = del (иДІС{к“ 1}* ( . т , а , А ) ) ^ =1

Qij(x,L Λ)

Κη (χ,α,λ) ■■■ IQ'· 1:'\χ. α, λ) Ρ,/χΊ.Χ)
U\ {Κ\ \ (χ, α, λ ) )  ···  υ χ( κ ; !η- ]}*(χ.α,λ)) Γ ,  λ ) ;

(11)

υ η ( Κ η (χ ,α ,  Λ)) ··· ί/η(/ι*{η" 1 }*(.τ,α,λ)) Un(P,,(x, t, Λ))

D , , u  ί  A), X > ί, . . Tj- тРціх.  ί, Λ) = < J I, 7 = 1, /,
JV ’ y \ 0 , ,τ < /,,

Λ'(.τ. t. Λ) — матриця-фупкція Коші рівпяппя (3) (за першою змінною вона задовольняє 
це рівняння, крім того, K ^ ( s , s )  = 0, і = 0,п — 2, К^п~г (̂і>, .ь) = /i, Е — одинична 
матриця 1-го порядку).

Матриці-функції К(х , а , \ ) ,  К*^* (х ,  а, А), . . . ,  /\ *1η_1 1*(χ, α, Л) утворюють фунда­
ментальну систему розв’язків матричного рівняння (3). У той же час їх можна подати 
як лінійну комбінацію деякої іншої лінійно незалежної системи розв’язків цього рів­
няння. Нехай У/; = (ykij)\ j =\ —будь-яка фундаментальна система розв’язків матричного

рівняння (3). Тоді X) = Yk(x, X)Ckp(t, Λ), p = 1, n, і, як наслідок,
fc=l

Π
^(Α ΤΦ -Π ^χ,ί,Α )) -  ^ [/ „ (n ( .x ,A ) )C ,p(i,A), ρ = Τ7 ή.

fc=l

Отже, використовуючи блочне множення матриць, запишемо:

/ С/і(̂ і) · ·· ί/ι(Κ)
V f c " : : :

Сіп

V f4(Vi) ··· /7П(Г„) / \ c nl ··· (' nn
/ U\{K{x, ί,Α)) ··· [/1 (Λ'*{ρ-ΐ}*(Χ! t, A))

V £/*№ t, А)) ··· ί,Α))

Враховуючи властивість визначників, отримаємо, що Δ(λ) = Л(А)С(А), де Δ(Λ) = 
det {U„(Yk))"к=і, С(А) = det (C'i/fc)” fe=1. Аналогічними міркуваннями, з урахуванням то­
го, що ( 1 1 ) можна записати за елементами останнього стовпця і першого рядка, вста­
новлюємо, що Qi j (x , t ,\)  = Qij (x, t ,  А)С(А), де

Qij{x.t, А)

У ш  

f/ l ( ?/ l l l )  ·

V in
■ U ,(y n i)  ■

Упі ї  

и , ( У п и )  ··

Упі ї

■ U i{ynu)
Pn 

Ux U \ j)

U\(y\n ) · ■ и Д у т ) U\{ynn ) U\{ynii) Ux (Plj)

i / n ( y i l l )  ■ ■ и п(у щ )  · C/n(j/nll) ^ п І У п м ) U n { P u )

Un {ym )  · • t U v i / )  · U'n. { У п і л ) Unbnu) Uv{Pii)

12)

Тоді формулу (10) перепишемо у вигляді

, і. j  -- 1,1. 13)

Функції можна вибрати так, щоб вони разом зі своїми похідними прн досить 
великих |р| задовольняли співвідношення

γ ^ ( χ , ρ )  = ρ''βρω̂ χ- α) uJukE + 0 [ -  
Р

ν  =  0, η  —  1, А: =  1 , 11, ( 1 4 )

де Е — одинична матриця 1-го порядку, О позначає матрицю а А(х,р)
матрична функція, всі елементи якої є обмеженими при досить великому |р| (див. |8 |).

П  ί-ΊЗгідно з [14], маємо, що К^ (х ,  і, А) = Σ  Yk {x, A) Zk(t, А), де кожен елемент матриці
fc=l

Zfc(i, А) = (Zkpq[t, А))р j є відношенням алгебричного доповнення елемента ((η — 1)/+q)-  
го рядка і ((k — 1 )/ + р)-го стовпця у визначнику XV. Підставивши формули (14) замість 
Yk \t)  у вираз для Zk(t. А) і скоротивши у кожному елементі цієї матриці чисельник і 
знаменник на р', р2', . . . , р(п~2)', €1ρω^1-α) ̂  s  = J — 5 s Ф е (1- 1 ),шки-а)'  будемо
мати

Р" 1 -
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lj \ Е coo Е

Е
и„Е

ω'{-χΕ ω’ϊ ΛΕ ··· ω ^ Ε

Ε — одинична матриця 1-го порядку, у к = b k pq)lM=v  а 7 kvq — алгебричне доповнення 
елемента, що лежить на перетині ( (п — 1 )/ + q)-го рядка і ({к + 1 )/ + р )-го стовпця у 
визначнику у.

За формулою Фробеніуеа [2, с. 56], якщо

М
А Б  
C D

де А і D — квадратні матриці, причому \А\ ф 0, то

А~1 \ - Л - ' В Н - 1СА- '  ~А~1В І Г ]
— Н~'СА - 1 Я ’

Я -  І) -  С А ЛВ.

Застосуємо п -  1 разів формулу Фробеніуеа до матриці, що відповідає визначнику 7 . 
За матрицю А кожного разу будемо брати помножену на скаляр одиничну матрицю 
1-го порядку. Матриця Я  складатиметься з деякої кількості таких самих блоків, що 
й вихідна матриця, внаслідок властивостей блочного множення матриць і того, що 
обернена до одиничної матриці теж є одиничною. На підставі цього матриця М _ 1  т е ж  

складатиметься з п2  подібних блоків. Тому у крп = 0 для всіх k і р  ф q (внаслідок зв’язку 
алгебричних доповнень елементів матриці з оберненою до неї).

У той же час повинні виконуватись співвідношення

0 . j  = 0 . π — 2 .
1 . j  = η — 1 . P = Μ·

Ця система має єдиний розв’язок. З іншого боку, вона справджує 
оскільки = -1 .  Отже, формула (15) набуває вигляду

Zk(t, А) = - 4 - і e - ^ l~a)( - u kE), к = ІТі .  
п рп 1

Підставивши вирази (14) у форми U„(Y),  матимемо

иЛ  >',) = ( ^ ) Ь'(Г„) + ( ρ ω , γ · · ε ^ - “\ ^ ) .

Отже, на підставі нерівностей (9) справджуються формули

(16)

(іт:

(ρω8)κ { Г„), s = 1 ,/i -  1 ,
{/,ДУ5) = < І  (/^. , )M( Г , )  +  е ^ (" - а){ Д Л ,  =/i ,_____

(ρω8)κ е рШя(ь~аЦАи) , s = μ  + 1 , η.

Підставивши їх у Δ (λ), отримаємо

/і η І η η І
Л(А) =  Д / ^ "  e ‘P ^ ( b - a ) J 2 ( e s) e SpUĴ b-a) =  p'*" ^ ( b -α )^  Д  ^

/у=1 б— μ+1 2 = 0  ί/=1 i— μ+Ι ,s— 1

причому 9S тут ті самі, що й в означенні регулярних крайових умов, а ξ3 — корені 
рівняння 0 0  + θ\ξ + . . .  + θιξ1 = 0 .

Розглянемо матрицю-функцію G(x, t ,  А) при x > t (у  випадку .г < /, міркування 
будуть аналогічними). Тоді останній елемент 1 -го рядка у визначнику буде /\іу-(т, ί, А). 
Помножимо по І стовпців визначника Qij(x, t, А), починаючи з (рі  + 1)-го, ((//, + 1)/ т
1 )-го......... ((??. — 1 )/ + 1 )-го, на j - n  стовпець матриць — Z/1+ і (/.), —Ζμ+2(Ι) ............  - < £ „ ( 0

відповідно і додамо до останнього стовпця. Визначник внаслідок цього не зміниться. 
'Годі враховуючи (14), (16) і (17), елементами останнього стовпчика в Q,; (.t . /, А) будуть:

І І (0 ) і 1 7̂  .У)

п р ^ Р о = ) i = j ,П0 к= 1
/c k ( fl п

77,ρη 1 ' П/Ί
s=l β=μ+1

де і/ = 1, η , ρ  — 1,1. Підставимо тепер (12), (14), (16), (18), (19), а також вирази для 
останнього стовпця Qij (x, t ,  А) в (13) і розподілимо множники знаменника Δ(λ) таким 
чином: па р ки розділимо {(v — 1)/ + 2)-й, ((^ — 1)/ + 3)-й, . . . ,  {ul + 1)-й рядки, на (·ι>ω̂ ΰ- αΊ -  
((s — 1 )/ + р )-ті стовпці, s = μ  + 1 , r, p — 1,1, і на — £р) поділимо ((μ — 1)1 f-/->)-'гі
стовпці відповідно. Тоді формула (13) набуде вигляду

( - 1 )'С?у(®,«,А) = - Ц г Ь дп р п σι

де перший рядок визначника D порядку пі  має вигляд

/ ρ/ωμ (·'■- <‘) /1 \
Н0>, . . . .  (0), « « ' — ><1 ), <0), . . . .  (0), Є « ~ " — ><1 ), ( о ) , . . . .  (о). _ ' j .

<()), (0 ). (0 ) ..........(0 ), (О), П Y

причому відмінні від (0 ) елементи знаходяться на останньому і ((s — 1 )/ + г)-х місцях, а 
((и — 1)1 + р  + 1 )-й рядок побудовано так:

’(,>г > (^г ) U- г ,) +\ 1 1  "V1 /’ ■ · ■ > \ωΐ 1  "pi/’ · ■ ■ ’ Χ^μ-Ι1  ρ̂ί/! ρ̂ρωμ (b—a) — ^  ) ’ ' ' ' ’

+ ( /, ,λν Д \ /. ,к„ Д \ ρ
( 6 ρ ω μ ( 6 - α ) _  ’ \ω μ + 1 ^ " ρ 1 / ’ · ■ ■ . «  Α " ρ ί/ '  1 μ Ρ



Аналогічно, як у [9, с. 78] можна показати, що внаслідок регулярності крайових умов 
знаменник (е^ ( 6-°) — ξρ), р  = 1,1, обмежується знизу одним і тим самим числом. Тоді, 
з огляду на умови (9), всі елементи визначника D па дузі у'к обмежені зверху, оскільки 
експоненти там мають недодатну дійсну частину. Отже, на дугах η[. справджується 
нерівність

м
ІGij{x, t, Л)I <  —— τ, Μ  =  const. (20)

И
Якщо тепер у визначнику Qri{x,t., X) помножити групи по / стовпчиків, починаючи

з ((//. -  1)/ + 1)-го, (μ/ + 1)-го, . . . ,  ( (п -  1)1 + 1)-го, на j -й стовпець матриць - Ζ μ(ί), 
- Ζ μ +1 ( 0 , . .. , - Z n (t) відповідно та додати до останнього стовпця, то, повторивши по­
передні міркування, легко переконатись у правильності нерівності (2 0 ) і на дугах -ук .

Таким чином, нерівність (20) доведено для тієї частини дуги у к, що розміщена в 
секторі SQ. О с к і л ь к и  ц і  самі міркування застосовні до будь-якої області 5„, вони да­
ють той самий результат на дузі у к і в секторі Sx. Переходячи від р до А, отримуємо 
твердження леми для випадку непарного п. 

б) Нехай п  - парне, п = 2//,. Оскільки

U,\Y„) = (ρωμ)^{(  Г„> + е ^ ь~“\АД. υ „ ( Υ μ + ι) = (ρωμ+1)^{(  Γ„) + r> ^ < ^  (Δ„)},

то цей випадок відрізняється від попереднього лише тим, що Δ(λ) містить вираз
21

Θι П ( е ри^ ь~а'> — ξ,4) у тих же позначеннях. Тут ((μ — 1 )/ + s)-rri стовпці потрібно по-
.ч= 1 ____

ділити на (г^м(6-«) -  ξ8), S = 1,2/, відповідно. Решта міркувань у доведенні теореми 
будуть аналогічними до випадку дуги Дк. Теорему доведено.

□
З ауваж ен н я  2.1. З д о в е д е н н я  випливає ,  щ о  нерівні сть (8) с пр а в джу єть с я  д л я  в еликих  
|А| і в області Os, отриманій з  Х-нлощини в і д к ид анн ям о бра з і в  кіл \р -  Рк\ < δ при  
в і д о б раженн і  X = —рп .

З О сновні РЕЗУЛЬТАТИ

Теорема 2. Функц і я  Ґр іна  G(x, t )  д ифе р е н ц і а л ь н о г о  оператора L, п о р о д ж е н о г о  р е г у ­
лярними крановими умовами (2), р о з вива єть с я  в р і вномірно  з б іжний  в і д н о с н о  x і t з
[a,b\ р я д

с ( і , ( ) _ _ у ; 0 ф і ) .  (2 і)
іу= 1

Дов е д ення .  Користуючись теоремою 1 і зауваженням до неї, отримаємо оцінки (тут 
Rk — радіус кола Гк):

1 М  „ М

з яких безпосередньо випливають співвідношення

lim Ik(x, t )  = 0 , lim - - ----  = 0 , (2 2 )k—Уоо k— > oo Дд,

причому збіжність є рівномірною відносно x і t з [а, 6 ]. Внаслідок (7) і (22) буде мати 
місце формула (2 1 ), що й доводить теорему. [ ]

Теорема 3. Я кщ о  вс і  власні  з н а ч е н н я  оператора L, п о р о д ж е н о г о  р е г у ля рними  кр апо ­
вими умовами,  є  простими нулями ф ункц і ї  А(А), то д л я  й о г о  фу нкц і ї  Ґр іна  при  вик о ­
нанні  умови  нормовапості

ь
I  Z*(x)Yu(x) dx = 1 (23)
a

і сн у є  р о з в и н е н н я  у  р і вномірно  з б іжний  р я д

ΰ Μ  = Σ ? Λ τ ) 2 Μ . (2 1 )

Дов е д е нн я .  Оскільки Qu{x,t) — лишок функції G(x. t .X)  відносно ї ї  полюса А„, а всі 
власні значення оператора L — прості пулі функції Δ(Λ), то згідно з формулою, яка 
доводиться аналогічно, як у |9, с. 48-50], Qv (x, t )  = Yu(x)Z*(t),  де Yu{x), Zu(t) — власні 
функції операторів L і L*, що відповідають власним значенням А„ гга А„ і пропормовані 
так, щоб виконувались співвідношення (23). Теорему доведено. □

З цієї теореми легко отримати теорему про розвинення заданої вектор-функції ,[{х).

Теорема 4. Нехай L — оператор,  п о р о дж е ний  р е г у л я рними  краповими умовами,  і нехай 
в с і  й о г о  власні  з н а ч е нн я  є  простими нулями ф у н к ц і ї Δ(λ). Тоді  б у д ь - я к а  в ектор-функц і я  
f ( x )  з  області в и з н а ч е н н я  оператора L ро з вива єть с я  у  р і вномірно  з б іжний  р я д  з а  н о г о  
вла сними функц і ями

f ( x )  = Y^c y l/Y„(x), (25)
v= 1

д е  п ри  виконанн і  ум о в и  (23)
ь

<*» = I  Z : ( t ) f ( t ) d t ,
a

а У'„(х), Ζ,Αχ) власні  фу нкц і ї  операторів L і L*, щ о  в і дпов і дають власним знач енням  
Xu і А[у.

Дов е д енн я .  Покладемо L f  = φ' , LrΖυ = , де φ і ?/v — вектор-функції обмеженої на
[а, Ь] варіації, неперервні справа. Тоді

f { x ) =  / G{x,t)dip(t ) ,  Z„{x) = / Η(χ , ί ) άφ„ ( ί ) ,  (26)



де / / ( ./ . — функція Ґріна, оператора L*. Підставимо в формулу (26) замість функції 
G(x, l )  ї ї  розвинення (24). Внаслідок рівномірної збіжності останнього, можемо його 
інтегрувати иочленно. Отже, справджується формула (25), де

b

а „ = у  J z ; ( t ) d 9 (t). (27)
а

Оскільки G(x. t )  = H*(t.,x) (див. [6 ]), то буде виконуватись також і рівність

b b b b 

I di/ φ )  j G(x, t )dip( t )  = j  d- ι/φ)  I H*{t,x)dip(t ) ,
a  a  a  a

b b

d$*v {x) f{x)= j  Z*{x) dip(x).
a  ax

З іншого боку, L*Z„ = XIZ„. Тоді -ψ,Д.г) = f  X*Zr/(f.) dt. Підставивши цю рівність у
а

(27), отримаємо, що

ь ь ь
Q,  - - - - -  / < З Д М / М  =  j -  I  (A ‘M x ) r f ( x ) d x =  j  z ; ( x ) f ( x )  i x ,

a a (J,

що й потрібно було довести. □

Отже, за допомогою оцінки матриці-функції І ріпа крайової задачі побудовано ро­
звинення у ряд за власними вектор-функціями диференціального оператора L будь-якої 
вектор-функції з області визначення оператора L (тобто з множини вектор-функцій, 
які разом зі своїми похідними до порядку п — 2  є абсолютно неперервними па \и,Ь], 
а компоненти (?г — 1 )-ї похідної мають там обмежену варіацію і неперервні справа, і 
які, крім того, задовольняють крайові умови (2)). Отримані результати полегшують 
дослідження коливань і стійкості будівельних конструкцій.
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Makhnei O.V., Tat,sii R.M. Expansion by eigenvectors in case of simple eigenvalues of singular 
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The asymptotic formulas with large values of parameter for solutions of singular differential 
equation allow us to estimate Green’s function of the boundary-value problem. With the help 
of this estimation the expansion of singular differential operator by eigenvectors in the case of 
simple eigenvalues is constructed.

Махней А.В., Таций P.M. Разложение no еобственним вектор-функциям в случае про­
с т и х  собственних значений сингулярного дифференциальпого оператора // Карпатскне 
математичсскио публпкацпи. — 2011. — Т.З, №1. — С. 94-105.

Асимптотическне формули при больших значеннях параметра для  решений сингу­
лярного дифференциальпого уравнения позволяют оценить функцию Грина краевой за­
дачи. С помогцью зтой оценки построено разложение по собственньїм вектор-фуикциям 
сингулярного дифферепциальиого оператора в случае простих собственних значений.
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ПРО ОЦІНКИ ІНТЕГРАЛІВ ТИПУ Л А П Л А С А ,  
ЗАЛЕЖ Н И Х ВІД МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Оіічар І.С.. Скасків О.Б. ГІро оцінки інтегралів т и п у  Лапласа. залеж них від малого  
параметра  //' Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, ,\'°1. — С. 10β—111.

Встановлюються асимптотичні оцінки інтегралів типу Лапласа.

1 Іехаи f ( x )  — довільна невід’ємна вимірна функція на Ш+ := [0 ; +оо), а и — зліченно- 
адитивиа на міра з необмеженим носієм. Розглянемо функції F(a) ,  визначені па 
R _  ( - з о ; 0 )  за допомогою збіжного для всіх σ  Є інтегралу

F( a)  = I  f ( x ) e ° xv(dx) .  (1)
J  R-f

Через І о (и )  позначимо клас таких функцій вигляду (1), а через и(Е)  позначаємо 
і/-міру //-вимірної множини E C  К+, тобто и(Е)  /к+ПЕ ^і^·1 )·

Зазначимо, що у статтях (5, 6| ізстаиовалювались оцінки додатних інтегралів вигляду 
(1)  (збіжних для всіх σ  Є К + в |5], кратних інтегралів типу Лапласа в [6]), при цьому 
отримані оцінки використовувались при дослідженні асимптотичних властивостей рядів 
Діріхле. Виявляється, що можна отримувати оцінки зверху інтегралів вигляду (1) через 
максимум підінтегрального виразу без додаткових припущень стосовно функції /, крім 
припущень додатпості і неперервності. У статті [5] такі оцінки отримано за умов лише 
на міру v, при цьому отримувані оцінки викопуються зовні деяких виняткових множин. 
В [5| також відзначено, що в загальному не можна отримати оцінки інтегралів вигляду 
( 1 ) зверху через μ(σ,  F)  без виняткових множин. В [2, с. 190—1911 функція, подібна до 
μ ( σ . F), вводиться для вивчення цілих функцій, що є перетвореннями Фур’є деякої 
функції /. А в [1] відзначено природність задачі дослідження асимптотичних власти­
востей інтегралів Лебега-Стільтьєса в залежності від властивостей міри v (d t )  = dv( t ) ,  
де ■/;(/.) — дода,тна монотонна функція.

У цій статті отримаємо деякі асимптотичні оцінки інтегралів вигляду (1) з класу 
Ζ0 (ί/) та застосуємо їх до абсолютно збіжних у півплоїцині {z: Re  z < 0} рядів Діріхле
з додатними показниками.

2000 Mathematics Subject Classification: 18В30, 54В30.
Ключові слова і фрази: інтеграл типу Лапласа. вимірна функція, міра з необмеженим носієм.

Нехай L — клас додатних неперервних на [0 , +со) функцій ф(і).  таких що ф(і) —> foe 
(/ —> +ос); L+ — підклас L, в який входять зростаючі до +со при x —v +оо функції;
L\ — клас функцій 4' Є  L. таких що

/•+°° dt
/ ~777\ <  + ° ° '. /о Фі ч

L~{ = L\ П L+. Для Ф Є L+ та h Є L+ введемо класи функцій

f  + °° dlL
Lh, φ := {‘Ф Є L\ \ h.(t) / -  - - —» 0 (t —> Too)}, Λ, := L/,,ψ Π L+.

J Φ(ί)/2 W\u )

Для Ф Є  L+ визначимо клас

Ί()(υ, Φ) = {F Є l n{u) : hi Ε{σ) > Φ(1/|σ|) (σ Є (гг0; ()))}.

Для функції h Є L+ та вимірної множини E С ( — ос;0) асимптотичною //.-щільністю 
множини Е у точці σ  = 0 назвемо величину

Dh(E) := lim h(l/\r\) m e a s i E  Π f?·, 0))dx,r—> - 0  L

де m e a s  (E\) = J E dx — Лебегова міра па K вимірної множини Е\.

З ауваж ен н я .  Відзначимо, що поняття асимптотичної /г-щільності мпожппп Е у точці 
π = 0  є змістовним лише у випадку, коли lim h(f)/1 > 0 , позаяк у протилежному

/. —> +  ОС

випадку Dh(E) = 0 для Е = [—!;()).
Мєггод доведень цього повідомлення є близьким до методу доведень з |5, 6 |, який 

по-суті експлуатує ту ж  ідею, що й у ГІ. Розеиблума |8 ]. Як і в |5, 6 |, нескладно переко­
нуємось, що прп фіксованому σ  < 0 на ймовірнісному просторі Ω = R , з мірою

Р № )  = F[a)

для випадкової величини ξ — х математичне сподівання λ ΐ ξ  і дисперсія ί ) ξ  дорівнюють 
відповідно

Μξ  = І  ξ ( χ )Ρ ( ά χ )  = (/{σ), Ε>ξ = g"(a) ,  g{a) = hi F(a) ,
J IR+

a за нерівністю Чебшпова для ε =- c  > 1 , маємо

1  i  e n f ( x M d x )  = P { \ ( - M i  \ > ε } < υ ζ  1П°) J
\'-г-д'(<г)\>л/сд"(а)

ε 2 c

F ( a )  < - І -  / e™f (x) v ( dx)  (2)

Звідси
F(a)  <

c — 1 

для всіх σ  < 0 .



Наступна лема є по-суті варіантом відповідних тверджень з |7, с. 390] та |5, 6 ].

Л ем а. Нехай у 0(() -  д о датна д и ф е р е п ц і й о в п а  п е с п а дп а  на  ( -о с .  0) функц і я ,  ф -  д о ­
датна локально  іптегровна на  (0 , +оо) функц і я ,  а множина

Е{(/о, Ф) {/ < 0: g'0{t) > Ф{до{і))}·

Т о д і
до (Ю 

C di
m e n s  (Ε П [r. Щ) < j  < г < ^  <

90 (г)

Дов е д ення .  C п р а в д і ,

m u f f i n  [,,/?])= J  d t <  J  =
7 in [r ,R ]  E n[r,R ]

38 (Я)
dx f  dx

φ{χ) J  φ{χ)'
.g0 (/ ?n [r ,R ])  na(r)

□

Нехай supp  v  посій міри v  в R+, тобто замкнена множина Е = ящур ν  є такою, що 
и{Ш+ \Е)  = 0 і и{{х Є М+ : k  -  т 0| < '''}) > 0 для кожних х0 Є E і г > 0.

Для σ  < 0 та F Є їо ( ,у) позначимо

μ*(σ, F) = sup{ f{x) eax: х Є s upp  u}.

Нехай
г/(а, Ь] = ь>{{х Є М+ : a < х < Ь}).

Доведемо таку теорему.

Теорема 1. Нехай Ф Є L+, F  Є 10{и, Ф). Якщо

Ш  Є Ья.ф) : ЇЇЕ i/ fi -  v W ) ;  ί + VW )1  < d  < +°°’ (3)
t —̂-}-oo \

ТО

F(a)  < {d + ο(1))μ*(σ, F) 

ири  σ  —> —0 (σ ^ E). д е  виняткова множина  E C R -  є  такою, щ о  Dh{E) = 0.

Дове д е ння .  Нехай (9 > 0 є таким, що άθ < 1. Для довільного ε > 0 приймемо

1  — άθ
a = --------

1  + εθ

та виберемо с > 1 так, щоб с/(с -  1) < 1 + ε 6>. За умовою (3) з деякою функцією фх Є І,,,Ф

і/ (і. -  у/фі(і)-, і + у/Фі(і) < d + αε {t > t0). (4)

Зауважуючи, що за вибором ( 1  + εθ){ά + αε) = d + ε, звідси за нерівністю (2 ), послідовно 
скориставшись лемою з g Q{t) = g'{t), ф{і) = ф\(і)/с, та нерівністю (4), при σ  —> — 0 
(σ ^ Е{д' ,ф)) отримуємо

F{a)  < (1 + ε/2)μ, (σ,  F)u{g'{a) -  y V i  {g'{a)\, g ' {σ) + \/фі{д'{а))\ < (d + ε)μ*(σ, F). (5) 

ІІозаяк з монотонності д' випливає, що

д\(т)>{ l + a ) g ' { a ) >  I  g' ( t )  = g{a) — <?( —1) > Φ(1/|σ|)/2 (σ -»  - 0 ),
•/-ί

то для асимптотичної /?,-щільності множини Е\ := Е{д' ,Ф)) отримуємо

__  Г+°° dx /Ч ао dx
0 < Dh{E\) < lim /?.(l/|r|) / —— < ch{l/\r\) / - - - - -  = 0,

J g ' ( r )  Ц х )  Λ(Ι/|τ·|)/2'0ΐ(̂ )
тобто Dh(E\) = 0.

Нехай σ(ε) і £?ι(ε) є такими, що нерівність (5) виконується для всіх σ  Є (σ(ε);0) \ 
F ] (ε), при цьому

7’ (1 / 1 r І) meαs(Fl(ε) П [г;0)) <  ε (r Є (σ(ε);0)).

Виберемо тепер послідовності εη = 2" ", г п = σ ( ε η ) /* 0 {ті — > +оо), множину

+оо

~ U  ( [?η’ Γ?Ί + ΐ) Π  ^ ΐ ( ε« ) )
?ι=1

та функцію ε = ε{σ):  [?'ι,0 ) —> (0 , +оо) таку, що
ε{σ) = є п для σ Є [rn; r n+1).

Тоді, за доведеним, для всіх σ  Є [п ;0) \ Ε·> отримуємо

F{a) < {d + ε(σ))μ*(σ, F),

прп цьому ε(σ) —̂ 0  (σ —> —0 ).
Для оцінки /^щільності множини F 2  при г Є [rn; r 7l+1) і ті —> +оо маємо

+оо +оо
h{l/\r\)meas{E2 П [г; 0)) < /».(l/|r|) (2~nl/h(l/\r\) + ^  2~k/h{l/\rk\)) < ^  2 а' = о(1),

к = п + 1 к =п

тобто Dh{E2) =  0. Теорему 1 доведено. П

З а ув а ж ен н я .  1. Т в е р дж е нн я  теореми 1 є  елементарним у  випадку ,  коли  умо в а  (3) 
викону єть с я  з  ф у н кц і єю  ф Є L/̂ φ такою, щ о

t -  \/φ{ί) = 0 ( 1 ) ( ί-> + οο),

п о з а я к  у  ц ьому  в и п а д к у  з  умо в и  (3) випливає ,  щ о  г/(М+) < +оо.
2. Я к щ о  Ф(£) = тір, т Є (0 ,+оо), р Є (1,+оо), то, наприклад ,  у  випадку ,  коли

умо в а  (3) викопу єтьс я  з  ф(і )  > 71Н//". р х є ( 1 . μ), твердження  теореми 1 пере стає  бути
тривіальним.



З теореми 1  можна отримати наслідки для абсолютно збіжних у півплощині 
{z: Re z < 0} рядів Діріхле вигляду

+оо

F ( z )  = ^ Г г п е г * \  (1)
п = 0

де (А„) - така послідовність, що 0  = А0  < ·■■ < λη· < λ η + 1  —> +оо (1 < п  —> +оо), 
які прп d = 1 доповнюють відповідні результати з [4, 3] у частині уточнення опису 
величини виняткої множини.

Для цього досить вибрати міру и таку, що для кожної обмеженої множини E C М+

К Е )=  Σ
Ап Є

де δχ — одинична міра Дірака, зосереджена в точці А, і застосувати теорему 1 до ряду 
Діріхле

+ г + ое
an (a. F)  = V  \Fn \eaX" = / f { x ) e x° d v{x )  Ι ( σ ) .

п= 0 7п

де ./' — невід’ємна функція така, що /(А„) = |Fn| і f ( x )  = 0  для всіх х ^ {λ„: п > ()}. 
Тоді μ*(σ, І) = μ(σ, F) '= {\Fn\eaXn : η  > 0}. І, якщо виконуються умови теореми 1 для 
/(σ). то негайно за допомогою нерівностей μ(σ, F) < Μ(σ, F ) < 9Л(а, F) отримаємо, що

Μ (σ, F) = (1 + ο(1))μ(σ,/0 (2)

при а  —> —0 (σ ф E, Dh(E) = 0). Залишається зауважити, що умови теореми 1 для 
функції /(.х) виконуються як тільки 1пШЇ(а, F) > Φ(1/|σ|) (σ Є (σο;0)) та

+ 0 О ^
lim Ιι (φ(2λη+ι)) ^  ------ ----- = 0, (3)

/?->+oo , Лк —k=n

де функція ̂  — обернена до функції Ф. Для того, щоб у цьому переконатись досить
вибрати у рамках теореми 1  функцію ψ  таку, що

у / Щ  = [п+  f " 4 - 1  [t Є [bn , Ьп+\)),
"п+ 1  " О/,

де Ьп = (А„ + Ап_і)/ 2 , /„ = (А„ -  Хп-\)/2 (п > 1 ), і зауважити, що

+ 1 di  /___ 1____ 1  \ f bn+1 dt ^  / ї | 1  \
J b „  0(0 А̂ n — An_i An+i — An/ J  χη Ф і р )   ̂Ап — Ап_і Ап+і — А„/

і, тому, для Я Є [ν?(2Αη). (/?(2Ап+і))

n ii + 0 0  2

НЮ /  уттт <  5  · Μ^(Α»+ι)) Σ  Т------7-----··/ф(/і) / 2  '0 ( 0  ^  АА: -  Afe_i

О т ж е ,  д о в е д е н о  т а к и й  н а с л і д о к .

Н аслідок. Нехай Ф Є L. її Є L, і д л я  абс олютно з б іж н о г о  у  п і вплощині  {z: Re  z < 0} 
р я д у  Діріхле в и г л я д у  (1) в икон ують с я  ум о в и  In M ( a , F )  > Φ(1/|σ|) (σ  Є (σ0 ,0)) та (3). 
Тоді  с п і в в і д н ош енн я  (2) викон у єть с я  при  σ —> — 0 (σ £ E, Dh(E) = 0).

На завершення висловимо таке припущення.

П рипущ ення. Т в е р д ж е н н я  н а с л і д к у  з алишиться  правильним,  я к щ о  у м о в у  (3) заміни­
ти ум о в о ю

lim h(R)  V ]   -----1—— = 0 ,
Λ „ > Μ ( Κ ) λ '>+ Ι _ λ "

я ка  в з а г альн ому  є  с л а бш ою  з а  у м о в у  (3).
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Пернай С.А., Черевко І.М. Схема апроксимації підвищеної точності, диференціальних 
рівнянь нейтрального т и п у  /'/ Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З. .VI. 

С. 112-123.

Досліджено властивості розв’язку початкової задачі для  диференціально-різницевого 
рівняння нейтрального тину. Уточнено оцінку наближення елемента запізнення схемою 
підвищеної точності, за допомогою якої побудовано та обгрунтовано схему апроксимації 
підвищеної точності рівняння нейтрального типу послідовністю систем звичайних дифе­
ренціальних рівнянь.

В с т у п

Схема, апроксимації лінійних диференціальио-різиицевих рівнянь (ДРР) послі­
довністю систем звичайних диференціальних рівнянь вперше була запропонована 
М.М. Красовським |1| при дослідженні задачі про синтез оптимального регулятора в 
системах із запізненням. Точність апроксимації нелінійних ДРР із запізненням дослі­
джена ΙΟ.М. Рєпіннм в |Г»|. У цій роботі вперше досліджується апроксимація скаляр­
ного елемента запізнення у випадку, коли його вхідна функція є диференційованою, 
або задовольняє умову Ліпшиця. Подальше вивчення схем апроксимації ДРР в про­
сторах неперервних функцій на скінченому інтервалі здійснено в роботах І.М. Чєревка 
та JI.A. Піддубної [4, 5|. Дослідження схеми апроксимації системи диференціально- 
різницевого та різницевого рівнянь дозволило поширити схему Красовського-Рєпіна па 
випадок ДРР нейтрального типу за Хейлом [8 ]. Аналіз точності апроксимації векторно­
го елемента запізнення для різних вхідних функцій та узагальнення схем апроксимації 
для систем ДРР запізпюючого і нейтрального типів здійснено в роботах І.М. Черен­
ка та О.В. Матвія [2 , 3]. Схема апроксимації ДРР із запізненням підвищеної точності 
запропонована у роботах [11, 9]. Метою даної роботи є поширення схеми апроксимації 
підвищеної точності для ДРР нейтрального типу.
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1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і . С х е м а  а п р о к с и м а ц і ї  

Розглянемо диференціально-різницеве рівняння нейтрального типу

/(/.) = f ( t , x ( t ) , x ( t  -  τ ) , χ ' ( ί  -  r)). t Є [О.Г], (1)

з початковою умовою

x{t) = φο (ή ,  x\t) = φ'0(ί), t Є [ - 7 -, 0], (2)

де т > 0; f ( t .  щ ,  щ , и\) — неперервна функція, визначена для / Є [0,7"]. Є /?,
що задовольняє умову Ліпшпця

I./ (ί 1 , U(), U і , U] ) — ./ (/'2, t’o, Vj . V] ) I <  А (| /1 — /2 І +  IUq — V() j +  | V/ [ — l'\ | +  \il\ — v\ | ) , (3)

K  > 0, t ]J ,  2 Є [0,7і]; ψο{ή — задана при / Є [—т. 0] днферепційовиа функція, похід,па 
якої задовольняє умову Ліпшиця

І^о(^і) _  ^ 0 ( 2̂ ) І < L0\t,\ -  t2\, L{) > 0. / ] , / 2  Є [—т, 0]. (4)

Визначимо функції Zj(t), j  = 0, m,  як розв’язки системи звичайних диференціаль­
них рівнянь

- 0 ( 0  = Ж г о(0 ,2 т ( О .4 ( 0 ) .

1  ( ~ ) ~  ~і +  ~ Ζ 'ι +  Ζί  =  Z j - ь  І  =  1· г п2 \ m  / J m J  J  J  1 ’ J

з  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и

zo(0) =  ^o(O), Zj(0) =  φο(-%), ή(0) =  j =  Tjn. (G)

Вважатимемо, іцо розв’язок задачі Коші (5)-(6) агіроксимує розв’язок початкової 
задачі ( 1 )—( 2 ) , якщо

|j' [і ~ ~ zj{0| “  ̂ 0, J ~ 0, m,  t Є [0,Т] при m  —> ос.

2 В л а с т и в о с т і  р о з в ’я з к і в  п о ч а т к о в о ї  з а д а ч і  ( 1 ) - ( 2 )

При наведених в першому пункті умовах розв’язок початкової задачі (1)-(2) буде 
неперервно-диференційовною функцією на [—т, Т] за можливим винятком точок / — 
кт, /с = 0 ,1 , . . .  . Для існування похідної розв’язку в точці / = 0 необхідно і досить, щоб 
виконувалась умова склейки (див. [1 0 ])

4 (° )  = ДО, У>о(0), Ψ ο { - τ ) ,  Ψ ο { - τ ) ) .  (7)

Легко бачити, що при виконанні умови (7) розв’язок задачі (1)-(2) також непе­
рервно- дпференційовний в точках t = кт.к = 1 , 2 .........



Л ем а  2.1. Нехай с п ра в джують с я  умо ви  (3),(4) та викопу ється  умо ва  с кл е пк и  (7). Тоді  
р о з в ' я з о к  x(t) початково ї  з а дач і  (1)-(2)  — н е п е р е р в н о - д ифе р е н ц і й о ви ий  па [ -т , Т] і x'(t) 
з а д о в о л ь н я є  у м о в у  Ліпшпця

|.r'(/i) — т'(/.2)| < L\t\ — t2\, A > 0. t\,t2 Є [—т. Т]. (8 )

Дов е д ення .  Розв’язуючи задачу (1)-(2) методом кроків, дістаємо послідовність задач 
Коші для звичайних диференціальних рівнянь

./:'(/,) = .г(/;), tpk(t -  т), - т ) ) ,  /Є [hr, ik -|- l)r ] ,  (9)

r{k.T) = ipk(k.T), k = 0 , 1 , 2 .........  ( 1 0 )

При виконанні умови (3) існує єдиний розв’язок :/;(/) = <fk+\(/)· А; = 0, 1, 2 , . . .  , задачі
( 9 ) -(10). причому i fk+-[ (t) Є  С ] [кт, (к + 1 )т], к = 0,1, 2 , . . .  .

Якщо умова (7) справджується, тоді розв’язок початкової задачі (1)-(2) буде 
неперервно-диференційовиий в точці / = 0  [1 0 ] і, як видно з рівняння ( 1 ), .г'(/) буде
неперервною в точках / = кт.к = 1 ,2 .........Таким чином, при виконанні умов (3),(7)
розв'язок початкової задачі (1)-(2) — неперервно-диференційовиий па [-т,Т].

Покажемо, що умова (8 ) також справджується. Спочатку розглянемо відрізок 
[ ~ т , т ] .

1 ) Якщо / ь / 2  Є [—7 , 0], то (8 ) справджується згідно умови (4) при А = А0.
2) Нехай t u  <2 Є [0,г]. При t Є [0, т) розв’язок x(t) = φ\{ί) початкової задачі ( і )- (2 ) 

неперервно-диференційовний. Тоді, використовуючи властивості функцій φ0( ΐ ) , φ ] ( ί )  і 
умови (3) (4). маємо

\x\l\) -  х\І2 )\ =  \f{U,x{t\), 'MU -  τ),φ'0{ί і -  r ) )  -  / ( / 2 , х(І2 ),Ч>о{І2 -  T),<p'Q(t2 -  τ))\ <

Ι<(\Ι.Χ — / 2 I Ρ \ψλ (^1 ) — V̂ l (^2) I +  |ν^θ(ί ΐ ~  τ ) — Υ̂ Ο (^2 — τ ) I +  к о ( * 1  ~  — T-ο (  ̂2 “  τ ) [) f i

/\(|/.ι -  /2| + max \φ\{β)\\ΐι -  ί 2| + max |<£0 (s)||ii “  Μ + ^ο|ίι -  t2\) =
яЄ[0,т) .se[-r,0]

ATI + max |^i(s)| + max |i/?0(s)l + Lo)\t\ ~ t2\.
se[0,r] se[-r,0]

3) Якщо і \ Є [ τ, θ], a t2 Є [0, т], то одержуємо

\х'(Ц)-х'(ї.2 )І = Ш і ) - х ' ( І 2 )\ = U ( U ) - ^ ' 0(0 ) + ̂ 0(0 ) - x ' ( t 2)\ < Iv?i,(ii)-^(0)| + |^(0)-

х'{І2 ) I < Aoi/, -  0 | + |/(0 . ^ , ( 0 ) . ^ о ( - т ) , ^ ( - т ) )  -  / ( / ' 2  · ψι{12 )' 2 -  τ) ,φ'0(12  -  τ))| <

Α0 1/ 1 -  /9 [ -(- Α'(|0 -  /.2| + max | î(s)||0 -  ί 2| + max |<̂0(s )11° -  /2 І + A0|0 -  /2|) <
s € [ 0 , r ]  s € [ - t , 0]

(A0  + A(1 + max |</?i(s )l + max l^0(s )l + L0))\U -  t2\.
«Є[0.т] і Є [ - т,0]

Отже, x'(t) задовольняє умову Ліпшиця на [—т, т] :

\х'(і\) — х'(і-2 )\ < Аі|/і — / 2  І, Аі > 0, /і, /-2 Є [—т, т],

де А, = А() + А ( 1  + max |'/і(«)| + max |</7q(s)| + А0).
.sG [0.7"! s€ [- r ,0 ]

П рипустимо, що р о зв ’язок  задач і ( 1 ) - ( 2 )  з а д о в о л ь н я є  у м о в у  (8 ) при t Є [ — т. ]т\, 
j  > 1, з А =  Lj.  П окаж емо, що ця у м о в а  с п р а в е дл и в а  д л я  / Є [—т. ( j  +  1 )т].

1) Я к щ о  t \, t 2 Є [—т, j r ] ,  то  в ласти в ість  (8 ) с п р а в дж уєть ся  за  припущ ення з А =  Aj.
2) Нехай /j , / 2 Є [ j r .  (j  + 1)т]. На цьом у в ідр ізк у  р о зв ’язок  x( t )  = φ Ί+]( ί )  початкової  

задач і ( 1 ) - ( 2 )  — неперервно-дифереііц ійовпий. Тоді, використовую чи власти вості ф ун ­
кцій φ -jit). <Pj+i (/) і у м о в у  (3), маємо

|х'(/і) -  х Ч/г)! = \ f ( h , x i U ) ^ j i h  τ) ,  φ1 j  (/] -  τ)) -  / (/2) х i t 2)1 φ j it'2 -  t ) , v' j{12 -  r))| < 

A ' ( l +  m ax  b ' +1 (s)| +  m ax L·' (s)| +  L, )\t{ -  /2 |.
l ) r ]  ' ЛЄ[(.7 — 1 )г,.7г]

3) Я к щ о  / 1 Є [μτ. (μ + 1 ) r ], 0 < μ < j , t 2 Є [ j r ,  ( j  + 1)τ] ,  ί ό  маєм о

\x' ih)  - x ’ ( t 2)\ = \)\ίλ, χ \ ί λ) , φ ν {ίλ - τ ) , φ ' ρ {ΐλ -  τ ) )  -  ί { ί 2, χ { ί 2) , φ :ι{ί2 -  τ ) , φ ] { ί 2 -  τ))| <

A'(|/, -  /2 | +  |^ρ+ι ( ί ι )  -  ^ j+ i ( i 2)| +  M h  -  τ ) -  4>jit2 -  τ )  I +  | ^ ( ί ι  -  τ )  -  φ ' φ  -  r)|) < 

А  (|/ι — ί 2 | +  |^ρ+ι(/ ι)  — ^ ρ+ι ( ( ρ  +  1 ) τ )  +  φ ρ+2{{]> +  1 ) τ )  -  . . .  + φ Ί+ι ( j r ) -  φ.^ {(/2)| +  

\ γ ρ { Ι \ - τ ) - φ ρ ( ρ τ )  + φ ρ+ι{ ρ τ ) - . . . + φ ι ( ϋ - 1 ) τ ) - ψ ^ ( 1 2- τ ) \\φ ,ρ {Ιϊ - τ )  -φ'ρ {]η)Λ φ'ρ+ι{]η)  ... ρ

-  ! ) τ )  -  φ ) ^ 2  ~ τ ) \ <  K ( l +  m ax |^(s)| +  2( m ax | ^ + 1  (,s)| + . . .  4
s6 [ (p - l ) r ,p r ]  вЄ[рт,(р + 1)т)

m a x  (.s’)I) -f m ax | ^ +і ( 5 )І +  Lp +  Lp+l + . . . + A 7 ) |/ 1 /2 1■
>G[(j 1 )t,jt ] ■ sS[jr.(j + 1  )r]

4) При / 1 Є [—τ, 0], t2 Є [ j r ,  ( j  -P 1)т] ан алогічн о  одер ж уєм о, що

[x'it 1 ) -  ^ (/ 2 ) 1  < (A0 +  F ( 1  + m ax  |^0(.s)| +  2( m ax  |^i(-s )l + · ■ · T
s€[-r,0] se[0,r]

m a x  |v?'(s)|) +  m ax  | ^ +1(s)| +  A 0 +  . . .  +  A 7) |/, -  /2 | < AJ + l|/i -  1,,\.
s e [ ( j - l ) r j r ]  s 6 [ j r , ( j  + l)r ]

О тж е, x'{t)  з а д о в о л ь н я є  у м о в у  Л іп ш и ц я  при / Є [—т. ( j  + 1)т] з А = L1+]. О скільки  

j  — д о в іль н е  ціле, то  у м о в а  (8) сп р авдж ується  при / Є [ — т,Т].  Л е м а  2.1 доведена. □

З А п р о к с и м а ц і я  е л е м е н т а  з а п і з н е н н я  

Л е м а  З Л .  Р о з г л я н е м о  з а д а ч у  К о ш і  д л я  с и ст еми  л і н і й них  д и ф е р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь

Um)2z"it) +  ^ ( 0  +  ^ι(ί) = x{t),
k & W t )  + rnZ№ + zj {t) = zj - l (t), j  = 2 , rn, [ j

Zj(0) = xi -%)> j  = h m ,  ( 1 2 )
д е  x{t) функц ій ,  ви знач ена  на [—τ, Τ], похідна я к о ї  з а д о в о л ь н я є  у м о в у  Ліпшпця,  τ. Т
сталі. Тоді  д л я  m  > 2 т с п ра в е д лив ими  будуть с п і в в і д н ош енн я

. ( » ) - * ( » - £ )  £ - ■  i - V m .  І Є [О.'Л, (ІЗ)m  
Λ

'At) -  x'{t - £ - )  < — , j  = 1, rn, t Є [0. T
m

д е  A\, A2 > 0  — сталі, щ о  н е  залежить в і д  j  та m.



Дове д ення .  Розглянемо спочатку задачу

у z"(t) + τ ζ \ ί ) + z{t) = x(t),  2 (0 ) = χ ( - τ ) ,  z'(0) = x ' ( r ). (15)

Позначимо y( t )  = x{t -  т) і оцінимо різниці ε(ί) = z(t) -  y ( t ) та ε '(0  = ^'(0 -  τ/(0· 
Згідно (15), ε(/) є розв’язком задачі Коші

ε " ( 0  + - ε ' ( 0  + -| ε ( 0  = ¥>(0 . ДО) = 0 , ε '( 0 ) = 0 , (16)τ τ~

де; r-(/) r= [ДО — :і'(/ — t ) — тх'(і — r)j — x"(1 — т). Я кщо  x"(t) задовольняє умову Ліпшиця
із сталою /v2, то \φ{ί)\ < Λ'2 τ. Для розв’язку задачі (16) маємо зображення

і
ε(/) = j  т е sin ------ i f ( s ) ds ,  (17)

'0

і ί
ε/(/·) = — j  a~~  sin ----- - i p ( s ) d s  + j  e~~ c o s - -----у( .ч)д».  (18)

o 0

Враховуючи оцінку для φ( ί ) .  із (17) та (18) одержуємо

ИОІ < /^т3, (19)

|ε'(ί)| < 2 К 2т2. (2 0 )

Розглянемо тепер систему диференціальних рівнянь (11). Позначимо y j ( t )  = x ( t - J~)  
і оцінимо різниці ε j (/.) = ^(/) -  ?у̂ (/), ε ' ( 0  = ή{ ί )  -  y'j(t). Виходячи із оцінок (19) та 
(2 0 ), маємо

МОЇ = |2,(() -  у,(01 < ■

1 0 ( 0 1  = ІО(') - . ' / , ( 0 1  < 2К і ( - ^ У ·

Оскільки r , (0  = y i ( t )  + ci(t.), то представимо ζ2 = ζ2 + ζ%, де z2 і ~ 2  є розв’язками таких 
задач Коші

і ( L Y ( 4 ( ‘ ))" + L <4(‘ ))' + 4 ( 0  = » 0 0 , 4 (0 ) = й ( 0 ), ( 4 (0 ) ) '=  4 (0 ); (2 1 )
2  \ m/ т

- ( —) (^2 (0 );/ Η----- (г2 (0 У + гг ( 0  = ε ι (0 , г 2 (0 ) = 0 , (г 2 (0 )) = 0 . (2 2 )2 V т / т
В цьому випадку одержуємо

МОЇ = М 0 - m W \  < 1*2(0 -  №(<)І +1-1(01 < ло ( ” У  + 14(01· 

14(01 = 14(0 -  4(01 < 1(4(0)' -  4(01 + Ι(-!(0)Ί < 2 К , ( ^ ) г  +  Ι(4(0)Ί·
t

Для розв’язку задачі (2 2 ) маємо явне зображення zj ( t )  = J  sin ™(t. -  s)ei{.s)d.s.

Тоді

( 0 1  — / —е Т (i 's) sin —(t- — s ) s\( s )d s1 m
m
τ

</c2( - V  f  L e - ^ - » d s <— 7 \ 2 [ —  I I — t ' u a ^ j \ 2 i ,m/ J  m  \m/ ιη,-
ο

I(~2 (0 ) / 1 = ~ I е T sin — (t — s ) e\( s )d s  + / e ^ c o s  ^(/. — β)ει ( s ) d s
m
τ

< 2 K j  ( — ) / e '  τ e)ds  <  2 K 2(  —cm / m

Отже, маємо

t  \ 3  r 2 3

7/7 / ГІГ
= /v2  ( - 1 1

|εό(/)| < 2K2 ( —) + 2 K 2\mJ  \rn

- r n . 

r  \ 2

= 2 A'o ( — ] 1

n v

m/
Продовжуючи аналогічно, одержимо при m > 2 т

r 2  r ·1 т2 0  - П

m 2 ' m 4 m. 2  (І — 1 ) )  -

г, / т \3 / 1 1 і \ 4 г̂ / г \ 3  -----
( ї ї » )  ( І  +  4  +  І 6  +  -  +  Р + - ) " » Ч т )  ' J =

І4(,)|<2Л-2( Л 7 і  + 4  + 4  + ·· г\ іп/ V nr in1

2 (.7 1)
<

2 F 2( - W l  + -  + — + . . .  + 4 т
4 777 / V 4 16 2 2j ~К 2 І— , J = 1 ,ГП.ό V 777 /

(23)

(24)

Звідси випливає, що zj (t)  —> x(t -  ^ )  і z '(i) —> j 7(i -  j  = 1 . ///.. рівномірно па (0 . 7 ’] 
при гп —> оо. Послабимо тепер умови на x(t).  Припустимо, що x'{t) задовольняє умову 
Ліпшиця із сталою К\ і |х'(0| < при t Є \—т,Т]. Продовжимо функцію .г(/,) на
інтервал [—т, Т + /і], h > 0, поклавши x(t)  = 0 при t ^ [—т.Т]. Розглянемо згладжену 
функцію

t+h
Хі(0 = I  I  x{s)ds,  t. Є [—r, Τ],

друга похідна якої задовольняє умову Ліпшиця зі сталою 
Оцінимо функцію ;г2(0  = -г (0  ~ ·τ ι(0  і 1 1 похідну



t +h t -T h

У(() -  + -  .!·(*)) = j; j  | / Ί 0 - 4 « ) №  S J, J  K , ( t - « ) d H  -  2  -

(26)

Розглянемо тепер задачу (15), де χ(ί) = х'і(0 + х 2 (0· Покладемо г(і) = £і(0 + *-2(0> 
„(/) і ; 2(/) — розв’язки таких задач

- 2 "(П + ^ ; ( 0  + 2 і ( 0  = *,(*), г,(0) = х і ( - т ) .  4 (0 )  = .4 (~т); (27)

- -̂4(/.) + г 4 ( 0  + 22(0 = .'·2(0· -2(о) = х2(-г). 4(0) = 4 ( ~ г)· (28)

Оцінимо різниці 4 0  — х(/. — т ) і z'{t) — x (t — т). Маємо

Іζ{1) — х(/ - τ )I = \zi{t.) + z2( t . ) - T i { t - T ) - T 2{t-T)\ < Iz^t) - x i { f -  τ)\ + \ζ2(ή\ + \χ2{ ΐ -  τ)\.

Тоді Iζ'{1.) -  x'( t -  r ) I < |4(0 -  x i( i  -  τ ) I + 14(01 + Ι·4(ί -  41· Оскільки друга похідна 
функції X]{t) задовольняє умову Ліпшиця із сталою , то, згідно (19) та (20),

, 2К\ ,
| ^ ( / . ) - . r i ( / . - r ) |  < — г 3 ,

1 4 ( 0 1·)! < ^ ' - 2
т .

(29)

( 3 0 )

Для ,г2(/ -  т) та 4 (/  -  т) справедливі оцінки (25),(26), тому

|x2 ( i - r ) | < ^ ,  І4 ( ^ г ) | < ^ .

Функція г2(0 t' розв’язком задачі (28), тому мають місце рівності
І

, : , ( / )  . r 2 ( - r ) r - r  c o s  -  +  ( г х ' 2 ( - г )  +  x 2 ( - r ) ) e  r  s i n - +  / r e -  >  s i l l  - x 2 (.s)ri.s
i - . ,  t  — S

_ i . r 2 ( - r ) r  ' cos -  -  —x2( —т)е r sill -  -  -{тх'2(—т) + х 2 ( - т ) ) г  т sin
r  T

t
T

+ -(тх'2{-т) + х2{-т))е~г c o s  -  -  I e 'r"sin----- - x 2( s ) d s  + I e - c o s  —— x2(s)ds .t
cos

T
/ — ,s I, -  S

Тоді маємо оцінки

i t  -L . t-
\z2 ( l )\ < х2{-т)гГ r c m -  + {тх'2{—т) + x 2 { - t ) ) c .  * sin - + r/.s <

ΛΑ/l r K i h  M\h 2  Λ λ /t+  ^  +  β 1 - (ί- τ ) < Μ Λ /
2 2 2 2 

1 , /:
+

τΚ\ Λ/,τ2

14(01 < -  -Χ2(-τ)«· "COS-I ζ τ τ
1  / ^  ■ 4  ---- .r2 ( - r ) e  ’■Sin-
r  r

+ -(τχ ' 2 ( - τ )  + τ

х2( — т))е r sin + — e
/. — .s

SIM x 2  (s

J e
0

Отже,

t. -  scos X 2 ( . s ) f/s < 2M\h
+ K\h + Μ\ίιτ[ 1 - е

2  Mi
+ A', +Λ/,τ .

M 2/Г, , , /3 rK\ t 2M !
-  Of -  r)| < —  r + fc(-A/, + —  + —

И ( ) - х ' ( і - г ) | < ^  + Л( ^  + Н і  + Д ,,г ) .

Розглядаючи тепер систему рівнянь ( 1 1 ), де x(t) = х,(/.) + х2(/), і проводячи аналогічні 
оцінки, одержуємо

- , ( 0  - * ( !  - - )  гп
<

З/). V m
- V  + λΥ - μ ,

\ 2

тК\ Л/]Т'
+ —г -

8 А'і / r  \;і
З h \тп

і п  п  ( 3  л r т К \ Л/|Г2 \
+  /і/?], ІЗ] -  (^-Л/і  +  - у -  4 2 J

: ' ( 0 - x '  ί JJ_ 
m

32А', / τ \ 2

32 А', ( т \ 2 (2М\ ЗА'! , ,  ,
-  " м г С т )  + А (— + — + Л Л Т ] -

, , + ''Й 2 . = ( —  + ^  +.W,r|.З/ί Vm/ V τ 2
Покладемо в нерівностях (31),(32) h = —, маємо

(31)

~ . ? ( 0  -  ■''(/ -  — ) 
777

1 /8А'1г 2 \ Лі 8А']Г
< ί —  (- r  ІЗ, j < , Л i = -  f- τ  В\.

m  \ 3m / rn 3

1  /32A',r
<  —  (  — ----------- h t B 2

rn \ 3
A2 32A|T
— , Л 2  = —------ 1 тВ2.
ni 3

Лема 3.1 доведена. □

4 О б г р у н т у в а н н я  с х е м и  а п р о к с и м а ц і ї

Теорема 1. Нехай ;,(/), j  — 0, m -  р о з в ' я з о к  за дач і  Коші  (5) (6), а ./:(/.) р о з в ' я з о к  
початково ї  з а дач і  (1) (2) і с п ра в джують с я  умо в и  (3),(4),(7). Тоді  р о з в ’я з о к  задач і  Коші  
(5) (0) а і і р ок с нму є  р о з в ’я з о к  початково ї  з а дач і  ( і )  (2), і мають мі сцс  с п і вн і дпопн'шія

x t

χ ί ι - Έ ) - * №
д е  В\. В 9  > 0 сталі, щ о  н е  залежать в ід  j  та гп.

-  ~j(0 <  — - j  = 0, 777, t Є [0,7і],
777, / 777

<  — , j  =  0,7/7. ί  Є [ 0 ,7 і], 
пі



Дов е д ення .  Розглянемо систему звичайних диференціальних рівнянь (5) з початковими 
умовами (6 ). Нехай

NAt) = max x f s ----- )  — Z j ( s )  , j  = 0, m, t. Є [0,7і].
' o<s</. \ m /

Ml At) = max x ' ( s --- - )  -  2 '(s) , j  = 0, rn. t Є [0,Т].
o < s < t  V  rn / J

(35)

(36)

Представимо г,-(<), j  = l .m  у вигляді суми Zj(t) = z f \ t )  +  z f \ t ) ,  де ^ ( ί )  та *}2 )(ί) є 
розв’язками таких задач Коші:

12 & Z"W + ^ZlW + z\1)=x( t ) ,
1 / r  42 "(1) , Г J ( 1 )  , J 1 )  _  .,(1)\ ( t ) : ;j = 2. m,
2  ~J + m ~j + Z3 ~ “j-
*]” (·)) «  x ( - S ) ,  £,"’ «>)- / ( - S U - l . » . :  

i

(37)

k ) S ,2 , + ^ ; , 2 , + ^ r = * ( o - i = ^ .  w
(0) =0, г'(2,(0) = 0 , j  = 1 ,m.

Оцінимо різниці |£j(0 -  .r(i -  £)| та |ζ'·(ί) -  x'{t -  £)|. Враховуючи вигляд систем 
(З7),(38), маємо

-j О (' -  Θ  \ = Νυ<ο+ -f1чо -  *{< -  9 1 s  Н"(о -  K '  - 9 ! + |2ί2,(,)|

'UO -  r ' ( i  - - )m  J
< ./(·) :i+ U T '(0 1 ·

Покажемо методом математичної індукції, що для доданків |г-2)(01 та \z>j (01 справе­
дливі оцінки

\zf\D\ < Λ/ο(ί), J = Ї7™, t· Є [0 .Τ],
I „/(2 )/

(39)

(40)f ( 0 l ^  2 iVo(i), j  = * Є [0,7і].

Для розв’язку рівняння 5 ( ^ ) 2 2 і,(2) + ~ 2 j(2) + 4 2) = 2 0 (ί) -  χ(ί), з початковими умовами
.(2 ),
' 1

(0 ) = 0 . 2 ,/2 )(0 ) = 0 , 2 j2 , (i) має вигляд(2 ) ,

„ ( 2 )
( 0

Т

m
з '"(t ,s) sin ( у  (f -  s ))  [z0 (s) -  x{s)]ds.

ді при m. > τ

l*-!2 1 (i)l < Q 4 ( * )  < NM ·

l * ? ’ (0 l < i - ) 2 2 /Vo(() < 2 W„((). \m/
Припустимо, що нерівності (39),(40) справджується при k = j , а саме |̂ · (0| < AT0 (f), 
|-^(ί)| < 2N0(t,). Покажемо, що вони будуть справедливі при k = j  + 1:

„/(2 )
r +' . W f = 2 -  І е■’ гп 1

- ^ \ z f \ s ) \ d s < 2 ^ N 0(t) І е 
J гп 1

r n ( t -  .s)
ds  < 2No(t).

Отже, нерівпісті (39),(40) мають місце.
Для системи (37) виконуються умови леми 3.1, тому

А\z f \ t )  -  x ( t  -  — )  < — , j  = 1 ,rn, t Є [0, Т], А] > 0, 
J \ m  / rn

(t) — x ' ( t  — < —-, j  = l ,m , / Є [0,71, A2 > 0 .
V rn )  rn

Отже,
III

Z j ( t )  -  x ( t  -  < —  + N0(t), j  = 1 ,m, і Є [0.Т],
V m  / m

' A D  -  / ( /  —  +  2 N 0 { t ) ,  j  =  / Є [ 0 . 7 ’].\ m  J m

(41)

(42)

Нерівності (41),(42) справджується для всіх і Є [0, Т]. Тому, враховуючи позначення 
(35),(36), маємо

A j(0  < М)(0 + — , І = 1 ,m, t Є [0 ,Г], (43)??г
ЛMj{t) < 2Α,ο(ί) Η----- , j  — 1, m, t Є [0,7].m

(44)

Оцінимо тепер різниці |.χ(ί) — г0(01 та |χ'(ί) — ^ό(ί)|· Записуючи рівняння ( 1 ) і (5) у 
інтегральному вигляді та враховуючи властивості функції / ( і , и 0,щ,и '\) ,  одержуємо

t

\x{t) -  zQ{t)\ < І  If ( s , x ( s ) , x ( s  -  r ) ,x ' ( s  -  t )) -  f ( s , z 0(s): zm(s),z'7n(s))\ds <

L I  (4N0{s) H---- (Лі + /І2 ))(І5 ' < 4L I N0( s ) d s  4----- (Л] + A%)T.
m m

(45)

Нерівність (45) справджується для всіх /. Є [0, Т], тому, враховуючи позначення (35). 
маємо

і

No{t) ^  4L [  No(s)ds  Н---- (Лі + Лг)7 .
J  гп.
о

Застосовуючи нерівність Гронуолла-Белмана [11], отримаємо

Ао(0 <  — (Лі + Л 2 )Т е 4І/Г
ТП

Тепер із нерівностей (43),(44) маємо
L
гп

ALT
Nj(t )  < —(А\ + А2 УІ eAL1 Η----- < — , ί Є [0,7], j  — 1, m,

m m,
де — L (Л i + Л2 ) Т е 1 " + Л і ,

2L 'Г Л2  , ВоMj ( t )  < —  (Аг + A2)TeALI + —  < — , ί Є [0,Г], j  = 1, τη
m rn rn

де / ? 2  — 2L(A] + Лг)7 + Л 2 · 
Теорема доведена. □



5 П р и к л а д

Розглянемо початкову задачу

,г'(0 = x{t) + 2x(t  -  1) + x'(t -  1), t Є [0, 1].
χ( ί )  = 2t + §, t Є [-1 ,0 ] , (46)
зДі) = 2, t Є [-1 ,0 ]. 

Точний розв’язок задачі (46), знаходимо методом кроків на [0,1]

Xm{t) = 4el — 4i — x'm{t) = 4e(' — 4.

Наближений розв’язок ;г„, задачі (46), знайдений як розв’язок апроксимуючої задачі 
Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь (5). Для числового інтегрування 
системи звичайних диференціальних рівнянь використовуємо різницеву схему Гіра пер­
шого порядку. Результати числових експериментів нри різних т  наведено в таблицях 

Таблиця 1

t X 771 x „{m = 8 ) Δ ι х н(т, = 13) а 2

0 , 0 0 0 0 0 0

0 , 2 0 0 0 0 0

0,400000
0,600000
0,800000

0,666667
0,752278
1,033965
1,555142
2,368830

0,666667
0,752253
1,033903
1,554397
2,353762

0 , 0 0 0 0 0 0

-0,000024
-0,000063
-0,000745
-0,015068

0,666667
0,752253
1,033906
1,554990
2,363890

0 , 0 0 0 0 0 0

-0,000024
-0,000060
-0,000152
-0,004941

Таблиця, 2

t Х'т х'н{т = 8 ) А і хн(т  =13) Аг
0 , 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0 0 , 0 0 0 0 0 0

0 , 2 0 0 0 0 0 0,885611 0,885587 -0,000024 0,885587 -0,000024
0,400000 1,967299 1,967124 -0,000175 1,967239 -0,000060
0,600000 3,288475 3,275736 -0,012739 3,287066 -0,001409
0,800000 4,902164 4,717788 -0,184276 4,816214 -0,085950
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type were researched. An approximate estimate of element delay was specified by scheme of 
higher accuracy. The approximate scheme of higher accuracy of neutral equation by a sequence 
of ordinary differential equations system was constructed and analyzed.

Пернай C.A., Черевко И.М. Схема аппроксимации повьішепной то ч н о ст і і дифферен- 
циальних уравнений нейтрального ти п а  // Кариатские математические гіубликации. 
2011. -  Т.З. №1. -  С. 112-123.

Исследованьї свойства решения начально?! задачи для  дифференциально-разностного 
уравнения нейтрального типа. Уточнена оценка нриближения злемента запаздьівашія ехе- 
мой повьнпенной точности, с иомоїцью которой построена н обоснонана схема ашіроксп- 
мации повьішениой точности уравнения нейтрального типа последовательностью систем 
обьїкновенньїх днфференциальньїх уравнений.
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S a v c h e n k o  O.

A RE M ARK ON STATIONARY FUZZY METRIC SPACES

Savchenko О. /1 remark on stationary fuzzy metric spaces, Carpathian Mathematical Publica­
tions, З, 1 (201 1), 124-129.

The main result states that the category of stationary fuzzy metric spaces (with respect 
to an archimedean /-norm) and nonexpanding maps is isomorphic to a full subcategory of the 
category of metric spaces and nonexpanding maps. The case of non-archimedean /-norms is 
also discussed.

I n t r o d u c t i o n

The notion of fuzzy metric space is tightly connected with the notion of probabilistic 
metric space. The latter is a generalization of the notion of metric space in which the 
distances take their values in the class of distribution functions. The fuzzy metric spaces 
found numerous applications, e.g., to the theory of image processing.

The theory of fuzzy metric spaces is developed in different directions. In particular, 
many authors considered the problem of existence of fixed points in the fuzzy setting (see, 
e.g. [3|, |4 |). Also, some functorial constructions in the categories of fuzzy metric spaces 
were investigated.

There are two main theories of the fuzzy metric spaces. One of them is based on the 
notion introduced bv Kramosil and Michalek in [6 ]. Another class of fuzzy metric spaces, 
more restrictive, is defined by George and Veeramani [2]. In this note we deal with a 
subclass of the latter class, namely, with the so-called stationary fuzzy metric spaces. The 
obtained results demonstrate that the stationary fuzzy metric spaces with respect to given 
archimedean (and some non-archimedean) ί - norm are tightly connected with the ordinary 
metric spaces.

In the last section we formulate some open problems related to the results of this note.

2000 Mathematics Subject Classification: 54E70, 54E40,54B30.
Key words and phrases: fuzzy metric space, stationary fuzzy metric, ultrametric.

1 P r e l i m i n a r i e s

A binary operation *: [0 , 1 ] x [0 , 1 ] -> [0 , 1 ] is called a continuous ί -norm if ([(). 1 ], *) is 
an abelian topological monoid with the unit 1  such that a * b < c  * d whenever a * c  and b * d 
for all a, b, c, d  £ [0 , 1 ].

In the sequel, we will consider the following examples of t-norms:

1 . a * b — min{a, 6 };

2 . a * b = (ib·,

3. a * b = max{a + b — 1,0} (Lukasiewicz i-norm);

ab
4. a * b — ------ --------- -

maxja, b, a}

A ί-norm * is said to be ar ch imedean  provided for every x , y  Є (0, 1) there exists n Є N 
such that x * x * x ■ ■ ■ * .r < у  (here * appears n — 1  times).

It. is well-known (see, e.g. |7|) that any archimedean /-norm * can be represented by 
means of a continuous additive generator, i.e. a continuous strictly decreasing function 
/: [0 . 1 ] —> (0 , oo] with /(1 ) = 0  such that

x * у  = t.(~l ) (t{x) + t.(y)), x, y  Є [0. 1]

(hereafter, tf^^(u) = / _ 1  (min(u. t (0)))  is the p s e u do i n v e r s e  of /).

Definition 1 . 1 . A t r ipl et  (X , M,  *) is a FM-spa c e  i f  X is an a rb i t ra ry  set ,  * is a c on t i nuous  /- 
n o rm and  M is a fuzzy s e t  in X 2 x [0, oo) s a t i s f y i ng  t h e  f o l l ow ing  c ond i t i on s  f or  all x. y, z Є X 
and  t , s  > 0 :

(i) M( x . y )  > 0 ;

(ii) M( x , y .  I) = 1 f or  all I > 0  i f  and  o n l y  i f  x = y;

(Hi) M( x , y , t )  = M( y ,  x, t);

( iv) M (x, y. t) * M (y, z, t )  < M (x, z, t + s);

( v)  M(x,  y. —): [0 , oo) —> [0 , 1 ] is c ont inuous .

Let (AΓ,-,Λ/j,*), і = 1.2, be fuzzy metric spaces. A map /: X] —> X2 is called non-
I храп (l iny if AI\(x, y, t) < M2{f{x) , f {y ) . t )  for any x , y  Є X i and / > 0. The fuzzy metric
spaces and non-expanding maps form a category, which we denote T MS ( * ) .

If (A, M,  *) is a fuzzy metric space, x Є A', r  Є (0, 1) and / > 0, then the set

B(x,  r, t) = {у Є X I M(x,  y, t) > 1 — -/■}

is called the ball o f  radius r  c e n t e r e d  at x f o r  t. It is known that the family of all balls is a 
base of a metrizable topology for every fuzzy metric space X (see [2]).



A fuzzy metric M  is called s t a t i onar y  if the function M ( x . y , ~ ): [0 , oo) -> [0 . 1 ] is 
constant for every x . y  Є X. We write M( x . y )  instead of M( x, y , t ) ,  and B( x, r )  instead of 
В (x . r. t ) for any stationary fuzzy metric Л/. We denote by S J - M S ( * )  the full subcategory 
of the category whose objects are stationary fuzzy metric spaces.

We say that a metric space (X, d ) is of s t r ong  diam.eter  c  if d(x,  y)  < c  for all x, у  Є X.

Theorem 1. Let (X. M ) b e  a s t a t i onar y  fuzzy me t r i c  s p a c c  wi th r e s p e c t  to an ar chi rncdean  
t - no rm  *. Then the  f unc t i on  d — t o  M,  wh e r e  t, is a c on t i nuous  add i t i v e  g e n e r a t o r  o f  Μ , is 
a me t r i c  on X o f  s t r ong  d i ame t e r  t (0). The  t o po l o g i e s  oil X i ndu c ed  by  M and d co inc ide .

Moreove r ,  this c on s t r u c t i on  d e t e rm i n e s  a f un c t o r  f r om the  c a t e g o r y  S J rM S ( * )  into  t he  
c a t e g o r y  o f  me t r i c  s pa c e s  and non expand i n g  maps .

Proof.  Let x . y, z Є X ■
If ('/(.r, y)  = 0, then, since t is strictly decreasing, M( x, y )  = 1 and therefore x = y.  Also 

d(x,x)  = t ( M( x. y ) )  = /,(1) — 0 .
Clearly, d{x, y)  = d ( y . x).
Prove the triangle inequality. We have

M( x. y )  * M( y . z )  =t{- l\ t ( M( x . y ) )  + t (M( y ,  z))) =
t~l (mi n{t (M( x, y ) )  + t (M( y ,  г)),0}) < M(x, z) ,

and therefore applying t to both sides of the above inequality we obtain

d(x.  y)  + d{x. z) = t (M(x.  y) )  + t (M( y ,  z)) > min{t (M(x,  y) )  + t ( M (y, z)),  0 } >
t (M(x,  z)) = d(x,  z).

Remark also that, since M( x, y )  > 0, we obtain d{x, y)  < /(0).
Let B d(x, r) = {у Є X I d. (x,y) < r}.  From the fact that B d(x, r )  = B(x,  1 -  i _ , (r)) it 

follows that the topologies generated by M  and d coincide.
If (Хі , М і), і — 1 , 2 , arc stationary fuzzy metric spaces and a map /: X\ —> λ " 2  is 

nonexpanding, then this map is easily seen to be nonexpanding with respect to the induced 
metrics. П

Recall that an ultrametric d on a set X is a metric satisfying

d(x, z)  < max{d.(x, y ) . d ( y , z)}, x , y , z  Є X.

Proposition 1.1. Let * = min. The  c a t e g o r y  S J 'M S i* )  is i s omo rp h i c  to  t h e  c a t e g o r y  o f
u l t ramc t r i c  s pa c e s  and n on expand i n g  maps .

Proof .  Define d.(x, у) — 1 — M( x, y ) .  One can easily prove that d  is an ultrametric on X.  
Moreover, the topologies on A' induced by d and M  coincide. □

Proposition 1.2. Let * = ■. The  c a t e g o r y  S F M S i * )  is i s omo rp h i c  to t h e  c a t e g o r y  o f  
me t r i c  s p a c c s  and n on expand i n g  maps .

Proof .  Since /, = - I n  is clearly the continuous additive generator for the /-norm ·, the 
assertion follows from Theorem 1. □

Proposition 1.3. Lot * h e  t h e  Lukasiewicz t-norni .  The  c a t e g o r y  SJ -A4S(*)  is i s omo rph i c  
t o  t h e  c a t e g o r y  o f  m e t r i c  s p a c c s  o f  s t r o n g  d i ame t e r  1  and  nonexpand in g  maps .

Proof .  It is known (and can be easily seen) that the function t defined by the formula 
t (x) = 1 — x is the continuous additive generator for the Lukasiewicz 1-norm. Since 1 (0 ) ----- 1 . 
the assertion follows from Theorem 1. □

2 K -  U LTRA METHIC SPACES

Let X be a set and K  Є [0. оо]. A metric d on X is called a K-u l t rurne l r i c  ii' d{x. y)  < 
max{d(x, z) , d(z,  y)} whenever min{d(x, z ) , d ( z , у)} < K.

Note that any 0-ultrametric is a metric and any oo-ultrametric is an ultramctric.
Below we describe a construction which allows us to produce examples of A'-ultrametric 

space. Let (X. g)  be an ultrametric space and let denote its decomposition into disjoint 
closed balls ol radius A’. Denote by q: X —> X/ ~ K the quotient map. For any metric I) on 
X/ ~л’, the function d:  X x X —> R defined by the formula d(x,  y)  — g(x,  y)  + D{q{x), q(y) )  
is a A'-ultrametric on X.  Indeed, if x , y , z  Є X and L>(x,z) < K ,  o{z, y)  < A, then 
(j{·1') = (l i z ) = q{y) and therefore

d{x, y)  = fj(x. y)  f  D(q{x) . q( y) )  <lliax{y(.r. ζ ) , υ ( χ , ζ ) }  I D(q(x) .  q(z))  -I D{q{z), q(y) )  <
max{^(.r. z), g ( y ,  »)} = max{fi(;r, z) , d{y,  z)},

and, if, say, ρ ( χ , ζ )  < A', g ( z , y )  > A', then q(x)  = q(z) and therefore

d{x, y)  = g(x,  y)  + D{q(x) , q( y) )  < max{^(.r, z), g ( y ,  c)} + D(q(z) ,  q(y) )  =
g ( y , z )  + D(q(z) ,  q( y) )  = d( y . z)  < ma x{<l{x. z). <l(y. : )}.

T heorem  2. Let а * b = —~^-b , whe r e  а  Є (0,1). Then t h e  c a t e g o r y  S ^ M S l * )  is
i s omo rp h i c  to t h e  c a t e g o r y  o f  K - u l t r amc t r i c  s p a c c s  and n on expand i n g  maps .

Proof .  Let M  be a stat ionary fuzzy metric. Define d : X x Л’ 1R by the formula d ( x . y ) =
— In M(x,  y).  Then, suppose that x, y , z  Є X and min{d(x, z), d(z, y)} > — luo. Then 
M(x,  y)  < e lnn = cv, M( y ,  z) < a  and therefore

, f/ w  , f/  ̂ Af,  ̂ M  (:r, y ) M (y. z)M[ x , .:) > M(x,  у)  * M( y ,  z) = ---------------------.
cv

which in turn implies that d(x,  y)  -f d(y,  z) > d(x,  z) + а  > d ( x , z).
We are going to prove that d is a A'-ultrametric on X with K  = — lim. Suppose that 

x . y , z Є X and min{rf(j;, z), d(z. у)} < K.  Then, say, lM(x. y)  > a,  whence

л п  w h /  \ A i l   ̂ M  ( x ,  y ) M  ( y .  z )M (.r. z) >MCx, y) * M( y ,  z ) = ----------------------——----- ——-- -— y >
шах{Лї (x, у) .  M (у, ζ).  η-}

Щ х , у ) М Ь , г )  ^  М( х . у ) М( у , г )  ^  , f , , ,
------ΓΓί----- ϊ-----  ϊ ------ΓΓ77-----ΓΤ77-----η  ϊ  шш{М( х , у ) , М ( у , :  },Μ( χ,  у)  max{M(x . у),  М[ у .  z)}

and therefore d(x, y )  < max{d(x, y ) , d(x,  c)}. The rest of the proof is left to the reader. □



By exp A we denote the hyperspace of a topological space X , i.e. the family of nonempty 
closed subsets in X.  It is known [8 ] that every fuzzy metric M  0 1 1  A" generates a fuzzy metric 
Mu  0 1 1  exp A” (the fuzzy Hausdorff metric) as follows:

М ц ( А , В.  I.) = mill < inf M(a,  B,  t), inf M(A,  b, t)І а є Л  b e  В

for every А, В Є exp X and t > 0. Here M ( a , B , t ) =  sup{M(a , b , t )  \ b Є В}, а  Є Λ', 

В  Є exp X .

C oro lla ry  2.1. The  h y p e r s p a c e  o f  a ny  K - u l t r am c t r i c  s p a c e  is again a K-u l t r ame t r i c  space .

Proof.  The result follows from the previous theorem and from the fact that for any stationary 
fuzzy metric space the fuzzy Hausdorff stationary metric is again a stationary fuzzy metric.

□

3 R e m a r k s

Let (Xt. Mi, *), і — 1 , 2 , be fuzzy metric spaces. A map /: Χλ —» X2 is called a c o n ­
t rac t i on  if Mi ( x , y , t )  < M2{f {x) , f ( y ) , t )  for any x, y  Є X\ and t > 0. The results of the 
previous sections can be also formulated for the category of (stationary fuzzy) metric spaces 
and contractions.

For any k Є (0,1) a map /: Ar -> X of a fuzzy metric space (A, M, *) is called a 
k.-contract ion if ^

M ( f ( x ) J ( y ) , t )  ~ 1 -  k \ M (x, y, t) ~ 1 

for every x . y  Є A. A metric analogue of this notion is unknown.
It is known (see, e.g., |1|) that for any continuous t-norm * there exists a unique (finite 

or countable) index set A, unique pairwise disjoint intervals (aa , c a ) C [0,1], and unique 
continuous archimedean t-norms *Q such that

aa + (r.Q -  na ) *Q · if (.τ. у)  Є (na , c a ),

inin{.r, ;</}, otherwise.

The above results lead us to the following question. Is there a category of metric spaces 
which is isomorphic to the category S J rM S (*)?

In the theory of metric spaces, one of the most important roles is played by the Urysohn 
universal metric spaces [10]. Recall that a metric space (U, d) is called Urysohn universal if 
U is separable and complete and has the following property: given any finite metric space A, 
any point x Є A, and any isometric embedding / : A  \ {x} —> U , there exists an isometric 
embedding F:  X —» U that extends /. The classical Urysohn theorem asserts that an 
Urysohn universal metric space exists and is unique up to isometry.

A counterpart of the notion of universal Urysohn metric space in the class of ultrametric 
spaces is discussed in [9]. Also, there are Urysohn universal spaces for the class of metric 
spaces of diameter < 1 (see, e.g., [5]).

This allows us to formulate the following problem. Is there a counterpart of the universal 
Urysohn space for (some subclasses of) the class of separable fuzzy metric spaces?
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Савченко О. Зауваж ення про стаціонарні р озм и ті м етричні простори  // Карпатські 
математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — С. 124-129.

Доведено, що категорія стаціонарних розмитих метричних просторій (відносно архі- 
медової t-норми) і нерозтягуючих відображень ізоморфна повній підкатегорії категорії 
метричних просторів і нерозтягуючих відображень. Розглянуто також випадок пеархі- 
медової /.-норми.

Савченко А. Замечание о сгпационарних иечетпких .метрических простпранствах // Кар- 
патские математнческие публикации. — 2011. — Т.З, №1. С. 124 129.

Доказано, что категория стационарньїх нечетких метрических просторапств (по отпо- 
шению к архимедовой Z-норме) и нерастягивающих отображений изоморфна полнон под- 
категории категории метрических пространств и нерастягивающих отображений. Рассмо- 
трено также случай неархимедовой ί -нормьі.
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С е м е н ч у к  А.В.

ГІРО ДЕЯКІ АЛГОРИТМИ ОБЧИСЛЕНЬ Д Л Я  КУБІЧНИХ ПОЛІВ ТА 
ПОЛІВ ЧЕТВЕРТОГО СТЕПЕНЯ

Семенчук А.В. Про деякі алгоритм и обчислень для кубічних полів т а  полів четвертого  
степеня  /·' Карпатські математичні публікації. — 2011. — Т.З, №1. — О. 130- 138.

Побудовано ефектніші алгоритми обчислень у кубічних полях та полях четвертого 

степеня.

В с т у п

Вивченню (п, т)-форм s0  + .s, φ ά  + . . . +  s„_i '<Jmn~x числового поля Q( m)  степеня 
7 1, присвячено чимало робіт. При цьому основна увага аналітиків була зосереджена на 
вивченні їх цілочислових базисів та одиниць. Випадок п  = 2 в основному досліджений 
Валлісом 15 Commercium aepistolicum (1G57 р.) Проте окремі аспекти досліджень у цьому 
напрямку проводяться і нині [4]. Випадок п = 3 більш складний. Його досліджували 
Якобі, ГІуаикаре, Гурвіц. Вороний проводив свої дослідження на основі узагальнень 
неперервних дробів |1|. Техніці роботи з (3, ш.)-формами, які Дслоне та Фадеєв нази­
вають кубічними числами у [2] присвячено цілий розділ. Алгоритми обчислення сте­
пенів (п,  т)-форм корисні при дослідженні структури множини фундаментальних оди­
ниць у кільці цілих чисел полів.

У роботі, при допомозі апарату числення трикутних матриць [3] побудовано рекур­
сивні алгоритми роботи із (п, т)-формами третього та четвертого порядку та наведено 
ряд прикладів, що ілюструють їх ефективність у порівнянні з алгоритмами, запропо­
нованими у |2 ].

1 К у б і ч н і  р і в н я н н я  т а  і р р а ц і о н а л ь н о с т і

Розглянемо кубічні ірраціональності виду

2000 Mathematics Subject Classification: 46-02, 46Е30. 46J20.
Ключові слова і фрази: кубічні поля, иараперманентн. алгебраїчні ірраціональності.

де а, b, С, п — деякі раціональні числа, що назнаються ку б і чними  формами  |3 ]. 
Коефіцієнти кубічного рівняння

X і  = qx2 + рх + г, (2)

яке задовольняє кубічна форма ( 1 ), можна знайти, розв’язавши відповідну систему
рівнянь, або простіше, при допомозі перетворень Чирнгаузепа |2 ].

Маємо: /
q = За,

< р = 3 ( dm  - а 2), (3)
І r  = ЬАп + с Лн 2 + аЛ — ЗаЬсн

Якщо норма кубічної форми дорівнює одиниці, то довільний її  степінь також до­
рівнює одиниці. В зв ’язку з цим виникають циклічні групи одиниць. Для генерування 
елементів таких груп корисними виявляються наступні дві теореми.

Теорема 1 . Я к щ о  r  3  — qx2 + p.r T r i xrn — QmX2 + Ρ,ηΧ I то накопуються  рішюсті:
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0 0 r
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, m  = 3, 4.

m — 2

Дов е д енн я .  Маємо xm+i = Qm+\X2 + Pm+\x + Rm+1 · 3 іншого боку, маємо рівності 

.тш + 1  = Qmx3 + Pmx2 + Rrnx = Qm(qx2  + px + r) + РІИх2 + Rrnx =

(qQ m  +  Rrn)·X2 +  (p Q m  +  R -m )x  +  Q irJ\

але коефіцієнти qQm + Pm, pQm + Rm, Qmr  є відповідно розкладом параперманентів 
Qm+ь  Rm+ ь Rm+ 1 за елементами першого стовпця. □

Розкладаючи парагіермаиент Qrn у теоремі 1  за елементами останнього рядка, ма­
ємо лінійне рекурентне рівняння третього порядку Q„, = qQm- 1 + pQm 2  + I'Qni .'і ' 3 

початковими умовами Q2 — 1 , Q< 2  = 0 .



Розкладаючи параперманент для Ртп за елементами першого стовпця, дістанемо ре- 
курспо Рт = pQm-λ + rQm- 2 , т  = 3 , 4 , . . . .  Аналогічно можна одержати рскурсію 
Rrn = r Qm-λ,  ГП. = 3 , 4 , . . . .  Таким чином, коефіцієнти Qm, Рті Rm, т  = 3 , 4 , . . . ,  у 
теоремі 1 можна знайти із рекурсій

Qm = QQm-λ PQrn-2 4~ ? Qm-'ii Q l  K Q <0 0,

Pm = PQm - 1  4“ rQm- 2 , Rm ^Qm.- 1 , m  3, 4, . . .  ,

що дають простий алгоритм їх обчислення.

Теорема 2. Нехай x = а + Ь<Уп + c\fn? є  к ор ен ем р і в н я н н я  x3 = qx2 4- рх 4- г, тоді

хг" = Ат + В гп </η, + Cm ч/п2,

причому
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Дов е д ення .  Розкладаючи параперманент (4) за елементами першого стовпця, можна 
отримати рівності:

ЗАт = q[}rn- 1 + M U - 2  + 3 r [ ] m _ 3  = q{q[]m- 2  + P[]m- 3  + 7 ’[]m — 4 ) + 2 jo[ ] m _ 2  + 3/ [ ] m _ 3  —

(q2 + 2 p ) [ ] n _ 2  + {qp + 3 r ) [ ] m _ 3  + gr[]m_4 , 

де символом []m позначено параперманент

Ч
Q

Q m  =

qГ P
p q
0  p̂
0  0

я
p
qT
P

0 0 0

З іншого боку, згідно з теоремою 1 , маємо рівності

ХГП — Q m X 2 +  РщХ  +  R-rn =

^(а 2  + 2 Ьсті) + ( с2п + 2 ab) <УТі + (b2 + 2 аг) \А/2  ̂ Qm + (α 4  b</~i7 -}- су/її ’ ) Рт І

((о 2  + 2 b cn )Qm 4- (іР,п + Rui) + ((c2n + 2 nb)Qm + b-Pm) </ri. + ((/r + 2 a c )Qm + cPv/j \/Гп2. 

Тому справедливою буде рівність

Ат = (о2 + 2  b cn)Qm 4- aPm + Rrn.

Але, згідно з рівпостями (3), маємо а 2  + 2Ьсп = |(г/ 2  4- 2р) і а = отже,

ЗАт  = (<у" + 2 р ) [ ] п і _ 2  + г/(р[]т _з + і) + Зг[]„( _з =

( q 2 + 2 p ) [ ] m _ 2  4- ( q p  4- Зг)[],„_з + <7'г[]ш

Параперманент Qrn задовольняє рекурсію

Q m  q Q m -  1 4" p Q rn —2 4" iQ m  — i i  Qt.) i· Q < 0  0 .

Коефіцієнти Arn, ВШ,СШ можна знайти із рекурсій

З Ат = qQnl- 1 + 2pQm-2 + 3rQrn-:{, 

в,η - bQm_x 4- (nr 2  -  ab)Qm 2,

^ m ( Qrn- - 1  4" (H-) Qm — 2, ^  1 . 2 , . . . .

2 Р і в ня ння  т а  і р р а ц і о н а л ь н о с т і  ч е т в е р т о г о  с т е п е н я

Розглянемо ірраціональності четвертого степеня виду

x = a + b\/Vi + rv ' / / 2  + dVrr\ (5)

де α, b, c, d, n  — деякі раціональні числа.
Знаходимо коефіцієнти рівняння четвертого степеня

.τ'1 = f/τ3  4 - рх2 + rx + s,

яке задовольняє форма (5). Бонн дорівнюють

' q  =  4α,
p  = 2(с2?) 4- 2bdn — 3α2),

S (б)
r- = 4(ali + b2c n  4- e d2n 2 — a e 2n — 2abdn )

ч . 4 ·= rf' a 3  -  r 4 n 2  4 - h4n -  a 1 -  2/;2 r/2 n 2  4-4ftr2 rb . 2  -  4a 2 /;r/n · |- 2a V n  -  4aft2rn -  4arr/2 n2

Знайшовши один корінь діофантового рівняння

d4 η 3  — c 4 η 2 4 - b4 η  — a4 — 2 b2 d2n 2 4 - 4 be2 d n2 — 4 a 2  bdn + 2a 2  c2  n — 4 ul>2 c n  — Aacd2n 2 = 1.

послідовним піднесенням до степеня можна отримати ряд нових його розв’язків. Тому
корисними виявляються наступні теореми.



Теорема 3. Як щ о  х4 = qxz + рх2 + rx  + s і хт = Qmx3 + Ртх2 + Rmx + Sm. хо в ик о ­
нуються  рівності
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д е  m  = 4, 5 , ----

ДовсОспня.  Маємо х ш + 1  = Qm+гх 3  + Р„,+\х2 + Р,п+\х + Sm+i. Але 

:гш + 1  = QmxA + Ρ,η· r 3  + Rmx2 + s mx = Qm{qx3  + px2 + rx + s) + Pm:x 3  + Rmx2 + Smx = 

(<7 <?т + + (pQm + Rm)x2 + ( rQm + Sm)x + .sQm.

Позаяк коефіцієнти qQm + Pm, pQm + Rm, rQm + Sm, sQm є відповідно розкладом пара- 
Ііермапеитів Qm+i, Pm+i, Rm+x. Sm + 1 за елементами першого стовпця, то теорема вико­
нується. О

Розкладаючи параперманент Qm у теоремі 3 за елементами останнього рядка, маємо 
лінійне рекурентне рівняння четвертого порядку

Q m  =  q Q m —1 P Q m —2 ? Q m  — З “I- s Q m —4) Q.3 1) Q <3 0·

Розкладаючи параперманент для Pm за елементами першого стовпця, дістанемо ре- 
курсію Р,п = pQm- 1  + rQ m — 2 + sQm- 3, 7? 7 = 4 , 5 , . . . .  Аналогічно можна одержати ре- 
курсії R,n = rQm- i  + sQm- 2 , Sm = sQm-1 , m = 4 . 5 , . . . .  Таким чином, коефіцієнти 
Qm> Pin· R,n, Sm, rn = 3 , 4 , . . . ,  у теоремі 3 можна знайти із рекурсій

Qm  = q Q m - Ι  +  p Q m - 2 +  r Q m - 3 +  Q m - 4 > ^ 2  =  1· Q <0 =  0?

Pm — PQi n — 1 “I- rQm-2 H- $Qm—3; ГН 4, 0 , . . .  ,

Rm — rQ , n - 1  + i'Qm_2 . m — 4, 5 , . . . ,

•SVn ®Qm-li 0 / 1 4, 5, . . .  ,

що дають простий алгоритм обчислення коефіцієнтів.

П р и клад  2.1. Нехай x4 = 16.x3 -  56.x2 + 256;/' — 862, тоді .т7  = Q7.r3 + Р7х2 + Я7х -t- S7. 
Корн стую чнсь  р е к у р с і ямп

Qm — 16Qm-l ~~ 56Qm_2 + 256Qm_3 -- 862Qm-'b Q'i — I 7 Q<A — 0,

Pm = - 5 6 g m_i + 256gw_2 -  862gm_3,

7?m = 256Qm_i -  862Qm_2,

•S'm — 862Qm— li ^  4, O, . . . ,

отримаємо
S., = -862. /i,, = 256. /7, = -56 , Q.1 = 16.

,S'r, = -13792. / ? - 5 = 3234, Д  = -640, Qr> = 200,

S(i = -172400. A() = 37408, A(i = -7966, Q6  = 2560,

S 7  = -2206720. A7  = 482960, l\ = -105952, Q7  = 32994.

Отже, x7 = 32994;/;3 -  105952.x2 + 482960.x -  2206720.

Теорема 4. Нехай x = a + bf/ri + c\/v? + d\/n? є  к ор ен ем р і в н я н н я  х 4  = с/х3  + рт 2  + rx -t-.s,

хтп — Аш + B m \fn + Сгп 4 /7ї 2 + D,n ^ .

причому
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.і2.......... з„д е  (у d3n2 + n2b + bc2n — b2сіп — 2nedn,  β  = п2с  — ab2 — ad2 η — c 3n  + 2bcd.ii, 7  

u2d -  bd2n. + c 2dn -  2a.be 4  b3.

Дов е д е ння .  Розкладаючи параперманент (7) за елементами першого стовпця, можна 
отримати рівності:

4А1п с/[]т- 1  + 2р[ ] т _ 2  + Зг[]т _з + 4 s [ ] m _ 4  = q(q[]m- 2  + р[]?п- 3  + ?’[]т - 4  + s[]m_s) +

2p[\,n - 2  + Зг[]т _з + 4 s [ ] r n _ 4  = (q2 + 2p ) [ ] m - 2  + (qp + 3r ) [ ] m _ 3  + (qr + 4s ) [ ] m _ 4  + gs[]m_r,, 

де символом []m позначено параперманент

Qr,
r
0

ч
P
4Г
P

0  0

ч
P
ч

0  0  0  . . .  f r-  ;  q

З іншого боку, згідно з теоремою 3, маємо рівності

x"1 = Qrnxs + Pmx2 + R.mx + Sm =

( (о,3 + 6  abdn  + 3 a c 2 η  + 3 c d 2n 2 + 3 b2cn)  + (d3n 2 + 3 a2b + 3bc2n + 3 b2dn  + 6acdn)J/n.+

(Зи~с + ЗаЬ2 ’ 3ad"її, \ е3п  4· i ibcdiij \/іі2 I (3u"d, 3bd τι 4· 3c  dn  f Gabe 4- b ) \/и3 j ( ) !H 4 

a 2 + 2bdn + c 2n.) 4- (2cd.n + 2a.b)y/n + (b2 + d2n  4- 2ac)v/n 4- (2bc + 2ad)Vrv^j Pm+

(a + by/ϊι 4- ("Ун2 4- d\Zri:i)Rm 4- Srn =

((a + 6 abdn + 3a c2n  + 3c d 2n 2 + 3b2c n )Qm 4 - (a 2  4- 2bdn + c 2n ) Pm 4- αΛ,„ 4- Sm) +

((d3n 2 + 3a2b 4- 3bc2n  4- 3b2dn  4- 6a c d n )Qm + (2c d n  + 2ab)Pm + bR,n) γ/η4- 

((3a2c + 3ab2 + 3ad2n  + c 3n + 6b cdn )Qrn -f- (b2 -f- d2n  + 2a c )Prn + cR rn) \/n2-\- 

((3a2d. 4- 3bd2n  4- 3c 2d.n 4 ba.be + b3)Qm + (2bc 4- 2ad )Pm 4- d,R,m) \Ζτϊβ.

Тому справедливою буде рівність

Лш = (aJ + ϋabdn  4 - 3a e2n 4 - 3cd2η2 + 3b2n i )Q m \- (a2 + 2 bdn I c 2ti.)Pm I aR,,,, I Sin.

Але, згідно з рівностями (6), маємо a3 + 6abdn + 3ae2n + 3c.d2ri2 + 3b2cn  = | (r/,! 4 - 3qp \-3r),
a2 I- 2bdn + e2n  = -{(q2 |- 2p) і a = отже,

=  (f/'i 4 - 3 ( 7 p  +  3 7 ,) [ ]?„ _ 3 4 - ( ( 5 , 2 4 - 2 p ) ( p [ ] ; n „ <14 - r [ ] m -r>4-cS'[]m _ 6 ) 4 - f / ( r [ ] m .|4-л'[]ш - r>) 4 -  1 - s [ j , =

(q2 4- 2p)[\m 2 (qp + 3r)[]m 3 + (qr 4~ 4.s)[].,,, 4 4- r/.s[]m 5 .

Для параперманента Qm спраізсдливою є рекурсія

Q rn ' qQ in 1 4- pQ,n-2 I  ̂(ini — 3 I ,sQi/i-41 P < ()

кое(})іцієнтп ,4m, /im, Cm, Dm можна знайти із рекурсій

4/l,n qQm І 2]>Qm 2 I 37 Qm 3  4" 4.S(Jin 4 ,

Bm bQni—\ ( 2 c d n  2a.b)Qrn—2 4~ eyQm—3 ,

Cm = cQm 1 + ( ^ 2  4- d2ll ~ 2a c )QTn 2 4~ l^Qm- 3·

Dm = dQrn - 1 + (26c — 2ad)Qm_2 4- = 1 , 2 , . . . .

П р и кл ад  2.2. Нехай x = 4 4  3\/2 + 2'У2^ 4- \/2:s є кор ен ем р і в н я н н я  т1 = 1 б:г3  -  5б:г2  ! 
256.7' — 862, тоді

Корнету  ю  чнсь  р е к у р с і я  ми

4 Л ,п = 16 g m_! -  1 1 2 g m_2 + 768^ m_3 -  3448 дт _4,

B m = 3Q,n- i  — 16Qm—2 T 26Qm_3, Cm =- 2 Qm_i — 5Qm- 2 — 4Qm-.\,

Dm = Qm_i 4 4Q„,_2 — 3Qrn-3, Qrn = 16Qm_i — 56Qm~2 4- 256Qm_3 — Ь02С/„( .

Qo = l, Q<o = 0 , /77 = 1 , 2 , . . .



отримаємо
■і А і = 16, Я, = 3, Сі = 2, Д  = 1, Q, = 16,

4.4, = 144.. Я 2  = 32, С 2 = 27. Я>2  = 20. Q2  = 200,

4.4.І = 2176. В 3 = 370, С3 = 316, D3 = 261. Q3  = 2560,

4А4 = 27400. Я, = 4896, О, = 4056, D4 = 3312, Q, = 32994,

4Л5  = 339616 =» /1.5 = 84904, Я 5  = 63222. С 5  = 52388, Я 5  = 42634.

Отже, ,т5  = 84904 + 63222^2 4 - 5 2 3 8 8 +  4 2 6 3 4 ^ .
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